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Introduccion

La teoria de Galois es usualmente interesante y se remonta a 1600 AC, desde entonces
hubo un gran interés en la basqueda de soluciones de las ecuaciones polinémicas, desde
entonces los polinomios siempre han tenido gran importancia en las matematicas, en par-
ticular los polinomios ciclotomicos, pues aparecen con frecuencia en todo el algebra [Ste].
Estos polinomios son de particular importancia porque para cualquier entero positivo n,
los factores irreducibles de x" — 1 sobre los racionales (y enteros) son polinomios ciclo-
tomicos. Ademas, el polinomio minimo de cualquier n-ésima raiz de la unidad sobre los
racionales es un polinomio ciclotémico [Cox].

A lo largo de la historia muchos matematicos han intentado dar una férmula con la cual
calcular las raices del polinomio, como es bien sabido durante un gran tiempo la tnica
formula conocida fue para polinomios de grado dos, hasta el método de Cardano y Fe-
rrari con el cual se resuelve analiticamente cualquier ecuacion cubica y cuartica, estos
métodos aparecieron por primera vez en el libro Ars Magna en 1545 publicado por el
matematico italiano Gerolamo Cardano (1501-1576), y de su estudiante Ludovico Ferrari
(1522-1565) [Ste] [Rom]. Durante los posteriores anos no se logré encontrar una férmula
para polinomios de grado igual o mayor a cinco, hasta Ruffini y Abel los cuales demos-
traron que dicha férmula no existe para polinomios de grado cinco.

Por su parte Galois con el estudio de extensiones de campos (lo que conocemos como
teoria de Galois) consigue explicar cuando un polinomio es soluble por radicales y cuando
no, concretamente con el gran Teorema de Galois, ademas de establecer relaciones entre
estas extensiones y la solubilidad por radicales de un polinomio [Rot1].



Capitulo 1

Conceptos basicos

La matemadtica es el trabajo del espiritu
humano que estd destinado tanto a
estudiar como a conocer, tanto a buscar

la verdad como a encontrarla.

Evariste Galois

1.1. Grupos, Anillos y Campos

Los siguientes conceptos y definiciones son esenciales para poder entender apropiada-
mente lo que es una extension de campos y un campo de descomposicion, con la finalidad
de poder definir un grupo de Galois llegando asi al Teorema de Galois y posteriormen-
te saber cuando un polinomio es soluble por radicales. Para los siguientes conceptos y

definiciones nos basamos en los libros [Hun] y [Her].

Definicion 1.1.1. Un par (G, *) donde G es un conjunto y = es una operacion binaria en G, es

un grupo si se satisfacen los siguientes axiomas:

a) *es una operacion asociativa, es decir, para todos a,b,c € G se cumple,

ax(bxc)=(axb)=*c.

b) Existe un elemento e € G el cual llamamos identidad de * el cual cumple que para todo
aegG,

a*e=a=ex*a.
c) Cada a € G es invertible, es decir, existe un elemento a’ € G tal que,
ara ' =e=a*a.

Decimos que un grupo (G, *) es abeliano sia*b=bxa VY a,beG.

Desde ahora G sera el grupo (G, #).
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Definicion 1.1.2. Si G es un grupo finito entonces el orden de G es el niimero cardinal de
|G|

Ejemplo 1.1.1. Sea n € N, fijo. Definimos U,, como el conjunto de las raices n-ésimas de la
unidad en C, es decir
U,={weCl|w" =1}

Con estas caracteristicas U, es un grupo abeliano con la operacion multiplicacion.

Demostracion. Veamos que (U,, x) es un grupo abeliano.

a) Para la cerradura tenemos que sia, b € U,, entonces a” =1y b" =1, de esta manera
tenemos (ax b)" =a" xb" =1x1 =1, entonces (a x b)" también es una raiz n-ésima

de la unidad y con esto se muestra la cerradura.

b) Para el elemento identidad dado que 1 cumple que 1" =1 y 1 es la identidad mul-
tiplicativa para los nimeros complejos, entonces el elemento de identidad en U, es
1.

"1 1 1
¢) Siae U, yademas a # 0, entonces —) = =1 1 asi — es un elemento de U,,, es
a a
decir es raiz de la unidad y ademas es el elemento inverso de a.
d) Para la propiedad asociativa, dado que las raices de la unidad son numeros comple-
jos, y en los nimeros complejos la operaciéon multiplicacion es asociativa, las raices

de la unidad heredan esta propiedad de los nimeros complejos.

e) Para la propiedad conmutativa tenemos que si 4, b € U,, entonces a" =1y b" =1,
luego (ax b)" = (b xa)", pues en los numeros complejos la operacion multiplicacion

es conmutativa, entonces también se hereda.
O]

Definicion 1.1.3. Decimos que un grupo G es un grupo ciclico cuando hay un elemento a del

grupo G, tal que todo elemento de G puede ser expresado como una potencia de a.

Definicion 1.1.4. Sean Gy y G, grupos, una funcion ¢ : G| — G, es un homomorfismo de
grupos si y sélo si para todo a,b € Gq:

p(ax b) = @(a)* p(b).
Donde #1, *, son las operaciones binarias de G| y G, respectivamente.

Definicion 1.1.5. Decimos que un homomorfismo de grupos es un isomorfismo si es biyecti-

vo (es decir, @ es inyectivo y sobreyectivo).

Definicion 1.1.6. Sean G| y G, grupos. Se dice que los grupos G, y G, son isomorfos o que

G, esisomorfo a G,, y se denota por G| = G, si y solo si existe un isomorfismo ¢ : G; — G,.
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Definicion 1.1.7. Sean G un grupo y H C G. Se dice que H es un subgrupo de G si y sélo si

H es un grupo bajo la operacion inducida por G y lo denotamos por H < G.
Observe que G y {e} son subgrupos de G.

Definicion 1.1.8. Sea G un grupo y H un subgrupo de G, donde g es un elemento cualquiera

de G, entonces:
a) gH={gh|h € H} es una clase lateral izquierda de H en G.
b) Hg={hg | h € H} es una clase lateral derecha de H en G.

Definicion 1.1.9. Sea G un grupo y N < G. Se dice que N es un subgrupo normal de G,
denotado por N < G, si y solo si la familia de clases laterales izquierdas de N en G coincide con

la familia de clases laterales derechas de N en G, es decir, para toda g € G se cumple gN=Ng.

Definicion 1.1.10. Se dice que un grupo G es simple si los tinicos subgrupos propios normales

son G y {e} (el mismo y el trivial).

Definicion 1.1.11. Sea G un grupo y H un subgrupo de G, llamaremos indice al niimero de

clases laterales ya sea de izquierda o de derecha de H en G y lo denotamos [G : H].

Teoremas importantes de Grupos. Algunos de los resultados importantes que ocuparemos

mas adelante, son los siguientes:

Teorema 1.1.1. (Teorema de Lagrange.) Si G es un grupo finito y H es un subgrupo normal de
G, entonces |G |=|H| [G : H], donde | G | y | H| son el orden del grupo G y H respectivamente,
en tanto que [G : H] es el indice de H en G.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Cauchy.) Dado un grupo finito G y un niimero primo p que

divida al orden de G, existe un elemento de orden p en G.

Teorema 1.1.3. ( Primer teorema de Sylow.) Para cualquier factor primo p con multiplicidad
n en el orden del grupo finito G, existe un subgrupo de G de orden p". A este subgrupo se le

conoce como p-subgrupo de Sylow de G.

Teorema 1.1.4. (Segundo teorema de Sylow.) Dado un grupo finito G, y un niimero primo
p que divide al orden de G, entonces todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados entre
si. Es decir, si H y K son p-subgrupos de Sylow entonces existe un elemento g en G tal que
¢ 'Hg =K.

Teorema 1.1.5. (Tercer teorema de Sylow.) Sea p un factor primo con multiplicidad n en el
orden del grupo finito G, de manera que el orden de G puede escribirse como mp™ donde n > 0
vy p no divide a m. Sea n, el niimero de p-subgrupos de Sylow de G. Entonces se cumple que n,

divide a m, que es el indice del p-subgrupos de Sylow de G, n, =1 mod p.

La demostracion de los teoremas anteriores se puede consultar en [Fra] y [Her].
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Definicion 1.1.12. Un anillo es una terna (F,+, x) formada por un conjunto F junto con dos
operaciones binarias, denotadas por + y x, llamadas adicion y multiplicacion, definidas en F,

ademds satisface lo siguiente:
a) (F,+) es un grupo abeliano.
b) (F,x), la operacion x es asociativa.
c¢) Las propiedades distributivas de la multiplicacion sobre la adicion:

i) Propiedad distributiva izquierda. Para todos a,b,c € F :
ax(b+c)=(axb)+(axc).

ii) Propiedad distributiva derecha. Para todos a,b,c € F :
(a+b)xc=(axc)+(bxc).

Para simplificar la notacion escribiremos F en lugar del anillo (F, +, x).

Definicion 1.1.13. Un elemento 1 € F, es llamado identidad multiplicativa o unitario, si
para todo a € F se cumple que ax1 =a =1 xa. Si F tiene identidad multiplicativa o unitario,

se dice que F es un anillo con unitario.

Definicion 1.1.14. F es un anillo conmutativo si y sélo si la operacion multiplicacion en F

es una operacion conmutativa, es decir para todos a,b € F tal que ax b = b x a.

Definicion 1.1.15. F es un anillo con division, si todo elemento no nulo de F es unidad, es

decir, para u € F, u es unidad en F si y solo si u tiene inverso multiplicativo

Definicion 1.1.16. Sean F; y F, anillos. Una funcion ¢ : F{ — F, es un homomorfismo de

anillos de Fy en F,, si @ satisface las siguientes condiciones, para todos a,b € Fy:
a) @(a+1b)=g@(a)+s¢(b).
b) @(axyb)=g(a)x;p(b).

Donde los subindices de la operaciones corresponden al anillo respectivo.

Definicion 1.1.17. Para isomorfismo de anillos se tiene: @ es isomorfismo si y sélo si ¢ es
funcion biyectiva y decimos que Fy es isomorfo a ¥,, o que Fy y F, son anillos isomorfos, y lo
denotamos por Fy = F,, si y sélo si existe un isomorfismo ¢ : F; — F,.

De ahora en adelante por notacién usaremos ab para la operacion a x b.

Definicion 1.1.18. Sean F un anillo y a,b € F ambos no cero. Si ab = 0 entonces, se dice que a

v b son divisores de cero.




1.2. ANILLO DE POLINOMIOS 7

Definicion 1.1.19. Sea S un anillo. S es un dominio entero si y sélo si:
a) S es conmutativo, si la operacion multiplicacion es conmutativa,
b) S tiene unitario,
b) S no tiene divisores de cero.

Definicion 1.1.20. Sea K un anillo con unitario 1, K es campo si y solo si
a) K es anillo conmutativo,
b) K es anillo con division.

Ejemplo 1.1.2. Los siguientes conjuntos son anillos con las operaciones binarias usuales,
a){Q,+x), bXZ,+,x%), ) (R, +,x), d)}C,+, x).
Ademas el inciso (a), (c)y (d) son campo por lo tanto también son dominio entero y el inciso

(b) solo es dominio entero.

Definicion 1.1.21. Sea F un anillo. La caracteristica de F, denotada por Char(F), se define

de la siguiente manera: considerando el conjunto

A=mneN|VreF:nr=r+---+r=0},
—_———
n—-veces

se tiene que
a) Si A ={0} entonces, la caracteristica de F es cero, es decir Char(F) = 0.

b) Si A #{0}, es decir {0} C A, entonces, la caracteristica de F es Char (F) = min (A —{0}).

1.2. Anillo de polinomios

Ahora queremos establecer las condiciones para poder definir un anillo de polinomios
y poder trabajar con estos en los diferentes campos, como se vera mas adelante con los

polinomios ciclotémicos.

Definicion 1.2.1. Sea F un anillo.

a) Un polinomio p(x) con coeficientes en F es una suma formal infinita (serie)

p(x)= > a; x' = agx® + a;xt +ax® + - Faxt -
ielN

= A+ A X+ ayx>+-+ax -

tal que
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i) Paratodoi €N, a; € F.
ii) El conjunto S (p(x)) = {i € IN| a; # 0} es finito (en otras palabras a partir de alguna

i, a; = 0)

También se tiene que x es llamada indeterminada y para cada i € IN, a; es llamado

coeficiente de p (x).

b) Seap(x)= Z a;x' un polinomio con coeficientes en F y considérese el conjunto S(p(x)).
ielN

i) Si S(p(x)) = 0 entonces, se dice que p(x) es polinomio nulo o cero, y se escribe
p(x)=0.

ii) Si S(p(x)) = 0 entonces, el grado de p (x) se denota y define por:

grd[p(x)] =max(S(p(x))) = max{i € N |a; = 0}.

En estas condiciones F[x] es el conjunto de todos los polinomios en la indeterminada x

con coeficientes en el anillo F, es decir,

Flx]={p(x)= Z a;x' | p (x)es polinomio con coeficientes en F}.
ielN

Observacion 1.2.1. Sean F un anillo y F[x] el conjunto de todos los polinomios en una inde-

terminada x.

a) Las operaciones usuales de adicion y multiplicacion polinomial son operaciones binarias

en F[x], con las cuales F[x] es un anillo.
b) SiF es anillo conmutativo entonces, F[x] es anillo conmutativo.

c) Si F tiene unitario 1 entonces, F[x] es anillo con unitario, a saber el polinomio constante
1(x)=1.

Sean f(x), p(x) polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el campo F tales que

n

f(X) = Zaixi: a0+a1x+a2x2+...+anx”
i=0

i=0

Se definen las operaciones binarias de la siguiente manera:
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Adicién de polinomios:

f(x)+p(x) iﬂi XiJribi X!
i=0

i=0
ag+bo+(ay +by)x+ (ay + by)x> +--+(a, + by,

)xn+m

Multiplicaciéon de polinomios:

f(x)p(x)

[l [l
—_——
M M 3
[
= B
R» =,
N \_/
—_——
1=
N@‘
RN
N ——

k

donde ¢, = Zac br_.
c=0

Con estas operaciones F[x] sera el anillo de polinomios con coeficientes en un campo F.

Definicion 1.2.2. Sea p(x) € F(x], llamaremos raiz del polinomio p(x) al elemento u, tal que
p(u)=0.

Definicion 1.2.3. Sea p(x) € F[x], no nulo ni constante. p(x) es irreducible sobre F 0 es un
polinomio irreducible en F[x] si p (x) no puede expresarse como un producto g(x)h(x) de dos
polinomios g (x) v h(x) en F[x], ambos de grado menor que el de p (x).

Diremos que es separable, si dicho polinomio se descompone completamente en productos de

factores con raices simples, es decir, si la multiplicidad de las raices es 1.
Diremos que un polinomio es monico si su coeficiente principal es 1, es decir, para el
n

polinomio p(x) = E a; x' = apx® +a,x' +ax® + -+ a,x" tenemos que este serd monico si
i=0
a,=1.

La funcion ¢ de Euler (ver [Jon]), es una funcién que utilizaremos mas adelante y que se
define como
p(n) =[{m <n|(mn)=1}].

Se cumplen las siguientes igualdades

p(p) = p-1,
e(p*) = (p-1p*,
p(mn) = @(m)p(n).

También nos sera de utilidad el siguiente teorema, su demostracion la encontramos en

[Jon].
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Teorema 1.2.1. (Teorema chino del residuo.) Sean py, p,,---, p, € N, n niimeros naturales
de modo que (p;,p;) = 1, para i # j. Si para wy, wy, -, w, € Z, se plantean las siguentes n
congruencias

x=w; mobdp;,

paratodai=1, 2,---,n, entonces este sistema tiene una vinica solucion dada por

n
X = E wicidl-,
i=1

yrieselinversodec;enZ, parai=1,2,---,n.

donde c; = m

1




Capitulo 2

Extensiones, grupo de Galois y

solubilidad de grupos.

La matemdtica es el alfabeto con el que

Dios escribié al mundo.

Galileo Galilei.

Antes de entrar con el estudio de la solubilidad de los polinomios por radicales, tenemos
que analizar algunos resultados de la solubilidad de grupos (seccion 2.3) y los principales
teoremas de la teoria de Galois, para lo cual necesitamos conocer acerca de las extensiones
de campos. Para ello, tomaremos como referencia los libros [Hun] y [Cox]. Empezaremos

introduciendo conceptos que seran de utilidad para este capitulo.

2.1. Extensiones

Para comenzar con el estudio de extensiones, recordemos la estructura algebraica creada
a partir de un conjunto no vacio, la cual llamaremos espacio vectorial. Ademas mostra-
remos que dado un polinomio f(x) en un campo K|[x] existe un campo E tal que K C E
y ademas dicho campo contendra todas las raices de f(x), teniendo en un principio que

f(x) es tal que tiene alguna raiz en E. Véase [Fra].

Definicion 2.1.1. Sea K un campo con elementos a, b, ..., los cuales llamaremos coeficientes o
escalares, y G un grupo abeliano aditivo, con elementos x,v,..., los cuales llamaremos vectores,

tales que cumplen las siguientes condiciones:
a) Para todos x,y € G, x+y €G.
b) Para todos x,y € G, x+y =y +x.
c) Paratodos x,9,2€ G, z+ (x+y) = (z+7y) +x.
d) Existe un elemento neutro w € G tal que x+w =w+x = x.

e) Existe un elemento inverso —x € G tal que x + (—x) =w = —x + x.
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f) Para todaaecXKytodaxeG,axeG.

g) ParatodaaecKyx,v,z€G secumple a(x+vy)=ax+ay.

h) Para toda a,b e Ky x € G se cumple (a+b)x = ax + bx.

i) Sean a,b € Ky x € G se cumple que (ab)x = a(bx).

j) Para el elemento identidad 1 € Ky x € G se cumple que 1x = x = x1.

Decimos entonces que G es un espacio vectorial sobre el campo K, mas precisamente, G es un
K-espacio vectorial.

Definicion 2.1.2. Un campo E es una extension de K, si K es un subcampo de E, es decir si
(E,+,x) es un campo y (K, +, x) es un campo con las operaciones + y x de E. Denotemos a la
extension E sobre K como E : K.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos los siguientes campos y subcampos, Q CIR, RC C, QCC, de
estd manera tenemos que R : Q, C : R, C : Q, es decir R es una extension de Q, C es una

extension de R y C es una extension de Q.

Supongamos que E : K es una extension de campo. Entonces E tiene estructura de un
K espacio vectorial (K el campo de los escalares). Como todo espacio vectorial tiene ba-
se, podemos calcular la dimensién de E como espacio vectorial sobre K, denotado por
dimg (E).

Definicion 2.1.3. Se denomina grado de la extension E : K a la dimension de E como K-
espacio vectorial, | E : K |= dimy (E), si el grado de la extension E : K es finito, lo denotamos
|E:K|< oo.

Definicion 2.1.4. Sea E un campo de extension de K. Se dice que un elemento u € E es alge-
braico sobre K si u es una raiz de algiin polinomio no cero f € K[x].

Una extension de campo E : K se dice algebraica si cada elemento de E es algebraico sobre K,
es decir, si cada elemento de E es una raiz de algiin polinomio distinto de cero con coeficientes
en K.

Ejemplo 2.1.2. Los siguientes son ejemplos de elementos algebraicos en un campo.

a) El elemento V2 € R es algebraico sobre Q, pues V2 es una raiz del polinomio x2-2¢
Q[x].

b) Elelemento &, = e*'1/" e C es algebraico sobre Q pues es una raiz de x" —1 € Q[x].

¢) El elemento V2 +V3 e Res algebraico sobre Q, pues es raiz del polinomio

(x—\/z—\/g)(x—\/§+\/§)(x+\/§—\/§)(x+\/§+\/5):x4—10x2+1.
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Definicion 2.1.5. Sea E : K una extension de campo, se dice que E : K es extension finita si
el grado de la extension | E : K | es un niimero finito. En concreto, una extension se dice que es

finita si es de grado finito.

Definicion 2.1.6. Sea E una extension del campo K (E : K), para el polinomio f € K[x] sea
a € E algebraico sobre K y p,(x) el polinomio minimo de grado n que es anulado por «a,
entonces

E(a)={ag+aja+---+a, 1" |a; €K}

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la extension Q(\/E) : Q, donde
Q(\/E) =(x+yV2: x, y€Q)}.

Afirmamos que | Q(\/E) : Q |= 2. Notemos que los elementos 1, \2 generan al espacio vectorial
Q(\/E), recordemos que V2 e Q, si los elementos 1, \/Efuemn linealmente dependientes ten-
driamos que u +v\2 = 0 para algunos u, v € Q no ambos cero, de hecho tenemos que ambos

no son cero, de esta manera

\/E:ieQ,
v

lo cual no es cierto. Entonces los elementos 1, \2 son linealmente independientes y asi forman

una base para Q(\/E) sobre Q, de esta manera | Q(\/E) Q=2

Recordemos que un campo K es finitamente generado si existe un conjunto finito de
elementos A = {xy,---, x,} tal que A genera a K y lo denotamos (A) = K. Asi no debe-
mos confundir el término extension finita con el de extension finitamente generada. Toda

extension finita es finitamente generada, pero no es cierto el reciproco, véase [Hun].

Proposicion 2.1.1. Sea E : K una extension de campo finita, entonces E es finitamente gene-

rado y algebraico sobre K.

Demostracion. Supongamos que | E : K |= n y sea u € E, entonces el conjunto de n + 1
elementos

S :{1K,u,u2,---, u'}

es un conjunto linealmente dependiente (pues dimg (E) = n =| E : K |), asi existen a4; € K

coni={0,---, n} tal que para algun j € {0,---, n} se tiene a; # 0 donde
ag+aju+---+ a,u" =0,

lo cual implica que u es algebraico sobre K y como u fue arbitrario entonces tenemos
que E es algebraico sobre K. Como E tiene estructura de K-espacio vectorial entonces
existe B ={vy,---, v,,} una base de E sobre K asi E =K (vy,---, v,,), lo cual implica que E es

finitamente generado sobre K. O
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Definicion 2.1.7. Un campo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio p(x) € K[x] se
descompone sobre K. La clausura algebraica de K, es la extension mds pequena E : K tal que

E es algebraicamente cerrado, v lo denotamos K.

Proposicion 2.1.2. Sea K un campo, si E : K es una extensién algebraica, entonces E = K.

Demostracion. Sea p(x) € K[x]y E una extension de K, tal que p(x) se descompone sobre
E, entonces por la definicion 2.1.7, tenemos K = E. Ahora solo falta ver que E = E, como la
extension de campo depende del polinomio p(x) que se toma en el campo K, entonces por
el argumento anterior p(x) se descompone en E, es decir E es algebraicamente cerrado,

por lo cual E = E. ]

Definicion 2.1.8. Sea E : K una extension algebraica, decimos que es una extension normal

si todo polinomio p(x) € K[x] que tiene una raiz en E se descompone en factores lineales en
E[x].

Definicion 2.1.9. Sea E : K una extension y supongamos que « € E es algebraico sobre K
entonces el polinomio minimo de a sobre K es el iinico polinomio monico m sobre K de

menor grado tal que m(a) =0

Ejemplo 2.1.4.  a) Del ejemplo 2.1.2 inciso a) el polinomio minimo de V2 sobre Q es x> -2,
lo cual se deduce de la irracionalidad de N2, lo cual implica que \2 no puede ser la raiz

de un polinomio de grado 1 en Q.

b) Del ejemplo 2.1.2 inciso b) el polinomio minimo de &, = e*'1/"

D, (x)=x"-1.

sobre Q, es el polinomio

Definicion 2.1.10. Si E : K es una extension algebraica, se dice que a € E es separable sobre
K si su polinomio minimo lo es. Se dice que una extension E : K es una extension separable

si todo a € E, es separable sobre K.
Definicion 2.1.11. Un campo es perfecto si todas sus extensiones algebraicas son separables.

Para saber si un campo es perfecto, nos fijamos en su caracteristica, esté sera perfecto si
su caracteristica es 0, 0 es p y todo elemento del campo es una raiz p-ésima. En particular

todo campo de caracteristica cero y todo campo finito es perfecto [Mor].
Definicion 2.1.12. Una extension finita es de Galois si es una extension normal y separable.

Definicion 2.1.13. Una extension E : K es una extension simple, si es tal que E = K(a),

para algiin o € E.

Definicion 2.1.14. Dado un campo K, y un polinomio no constante p(x) € K[x| de grado
n >0, se define el campo de descomposicion de p como un campo E, que cumple que el

polinomio p (x) se descompone completamente en E,,, es decir, p(x) se expresa como producto de

polinomios de grado 1, p(x) = b ]_[ (x-a;), b,xeK, a; €E,.
i=1
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El campo de descomposicion de p es el que resulta de adjuntar a K todas las raices del
polinomio p(x), con lo cual E, = K(ay, -+, a;). Este campo no es unico, sin embargo
si hay dos campos de descomposicién tendrian que ser isomorfos [Her], y ademas es el
campo mas pequeno que contiene a las raices de p. Cuando se construye una extension de
un campo, se busca un conjunto mas grande en el que las operaciones suma y producto

sigan funcionando bien y ademas se puedan resolver las ecuaciones polindmicas.

Ejemplo 2.1.5. Q(\/E, \/5) = Q(J_r 2, J_r\/g) es un campo de descomposicion del polinomio
(x2 - 2)(x2 — 3) = x*—5x2 + 6 sobre Q.

2.2. El grupo de Galois

Un grupo de Galois es un grupo asociado a un cierto tipo de extension de campo. El
estudio de las extensiones de campos (y los polinomios que dan lugar a ellas) mediante el
grupo de Galois es conocido como teoria de Galois.

Galois noté que el problema de si las soluciones de una ecuacion se pueden expresar
en términos de sumas, productos y raices n-ésimas (radicales) de los coeficientes de la
ecuacion, se podia resolver comparando el campo generado por los coeficientes con el
campo generado por las soluciones de la ecuacion. Ahora veamos qué es un grupo de

Galois.

Definicion 2.2.1. Sea Aut(E), el grupo de todos los automorfismos de E, esto es el conjunto
de isomorfismos de campos ¢ : E — E. Si E es una extension del campo K. El grupo de Galois
de E sobre K queda definido como el grupo de automorfismos de E que dejan fijo al campo K, es
decir Gal(E : K) = {¢ € Aut(E): ¢ (a) = a, para todo a € K}.

Definicion 2.2.2. Una extension E : K es abeliana si el grupo Gal(E : K) es abeliano.

Definicion 2.2.3. Una extension finita E : K se llama ciclica si es de Galois y su grupo de
Galois es ciclico.

Proposicion 2.2.1. Supongamos que E es una extension sobre K y sea f € K[x]. Sia € E es

una raiz de f(x), entonces o (a) es una raiz de f(x), donde o es una permutacion.

Demostracion. Sea A el conjunto de raices de f en E. Definimos una acciéon de Gal(E : K)

sobre A tal que aoc =0 (a). Si f(x)=ag+a1x+---+a,x"y f(a) =0, entonces para toda o €
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Gal(E:K)yaeA, tenemos que

flo(a)) = f(ao)

= ag+ayo(a)+---+a,(o(a)"

= ag+ajaoc+---+a,|lo(a)x---xoa)

n-veces

= o"(ag+aja+---+aya")

= 0" (f(a))
= ¢"(0)=00=0.

]

Sea E, un campo de descomposiciéon de un polinomio p(x) sobre un campo K[x]. Para
dy, -+ ,dy que son raices de p(x) en Ky o € Gal(E, : K), entonces o envia raices de p(x) en
raices de p(x) por lo tanto existe o, € S, tal que o(d;) = dap(i)' Viel,---,m,donde S,, es el
grupo de permutaciones de m elementos. En resumen un grupo de Galois manda raices
en raices y ademas como consecuencia se tendra que Gal(E, : K) = S, lo cual se vera mas

adelante para m = 3.

Definicion 2.2.4. El Grupo de Galois de un polinomio f € K[x| denotado por Gal(f : K)
v se define como el grupo de Galois del campo de descomposicion Ey de f sobre K, es decir
Gal(f : K)={¢ € Aut(Ey): ¢ (a) =aparatodoaeK}.

Proposicion 2.2.2. Si f(x) = p{'(x)---pi(x) es una factorizacion de f(x) en potencias de po-
linomios irreducibles distintos sobre K, entonces Ey también es un campo de descomposicion
para el polinomio q(x) = p1(x)---py,.(x)

Demostracion. Como p;(x) es irreducible en K[x] Vi € {1,---, n} y como E es el campo de
descomposicion de f (x) se tiene que cada p;(x) se descompone en factores lineales en Ey,

es decir, p;(x) = (x —ay i)(x—azl')---(x—asi i) parai€{l,---, n} de esta manera

f(x) py' (%)== pu' (%)

((x_al1)(x_a21)"'(x_asi1))ei"'((x_aln)(x_‘ZZn)"'(x_asin)) ,

es decir
Ef :K(al 10 21, Q5157 A1y A2 ps" as,-n)-

Ahora sea q(x) = p1(x)---p,(x), como p;(x) son irreducible en K[x], y cada p;(x) se factoriza

en E £ tenemos

(%) =(x—ay1)(x—ap1)(x—ag1)(x=ay ) (x=az )+ (x—ag, ),

con lo que

Eq :K(al 1,21, Qs 155 A1y A2 " asin)!
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asi Ef :Eq. O]

Definicion 2.2.5. Una secuencia de campos para los cuales E; 1 : E;, le llamaremos Torre de
campos y se escribe como
EyCE{CE,C---CE,,_; CE,.

Ejemplo 2.2.1. Del ejemplo 3.1.1 tenemos la siguiente torre
QCRCC,

pues tenemos que R: Q, C: Ry C: Q son extensiones.

Teorema 2.2.1. (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois.) Sea K : F una extension de
Galois y sea G =Gal(K : F) el grupo de Galois de K : F, entonces hay una correspondencia uno
a uno entre L el conjunto de todos los campos intermedios de K :F (FCE; CE, Cc---CE, =K)
y el conjunto de todos los subgrupos de Gal(K : F), mediante la funcion F: L — Gal(K : F)
la cual estd dada por E; — F(E;) = Gal(E; : F) < Gal(K : F), ademds Gal(K : E;)< Gal(K : F)

Yi=1,---, n, dedonde

Gal(K:F

Para la demostracion véase [Hun].

El Teorema fundamental de la teoria de Galois es un resultado que describe la estructura

de ciertos tipos de extensiones de campos.

2.3. Solubilidad de grupos

Para poder establecer la definicién de grupo soluble, definimos lo siguente.

Definicion 2.3.1. Una serie de subgrupos G; de G se dice serie normal si Gy =1, G, =Gy
G, es normal en G, es decir, G; < Gj,1. Los grupos cocientes G;,1/G; se dicen factores de la

serie.
1:G0gG1g"'gGr:G

Definicion 2.3.2. Un grupo se dice soluble si contiene una serie normal G; de factores abelia-

nos.

Ejemplo 2.3.1. a) Sea S, es el grupo simétrico de n elementos, formado por las funciones
biyectivas (permutaciones) de un conjunto X en si mismo. Sabemos que toda permutacion
se puede descomponer en producto de trasposiciones, en este sentido tenemos que una
permutacion par es una permutacion que puede ser representada por un niimero par de
trasposiciones. Recordemos que si o € S,,, ésta serd una trasposicion si existen j, k € IN,
j =k, tal que

k sii=j
o(i)=4 j sii=k
i sii=#j,k
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b)

Asi sea A, ={o € S,,: 0 es par} llamado el grupo alternante. Entonces Ay es el grupo
alternante de grado 4 el cual admite la serie normal 1 <V < Ay, donde V es el subgrupo
de orden 4 formado por los productos de trasposiciones, y como V/Ay es abeliano [Hun],

entonces Ay es soluble.

El grupo As no puede ser soluble, sea As el grupo mas pequeiio simple y no abeliano [Ste],
al ser simple sus vinicos subgrupos normales son el mismo y el trivial, asi As tiene la serie
1 < A5 de esta manera tenemos el factor As/{e}, y sabemos que este factor serd abeliano

si y solo si As es abeliano [Fra], lo cual no sucede, por tanto As no es soluble.

Definicion 2.3.3. Dado un grupo G, llamamos serie de composicion a una serie normal de

factores simples.

Ejemplo 2.3.2.  a) Para este ejemplo consideremos S5 como el grupo de permutaciones de 5

b)

elementos y As como el grupo alternante.

La serie 1 < A5 < Ss es de composicion en Ss, pues los factores As/1 = A5 y Ss/As son
simples, y ademds Ss solo tiene como subgrupo normal a As[Fra].

Para el factor As/1 = As tenemos que este es simple pues As es simple [Ste].

Para el factor Ss/As veamos que sus tinicos subgrupos normales son el mismo y el trivial,
sabemos que Ss/As5 <1 S5/ A5 es cierto pues todo grupo se tiene a si mismo como subgrupo
normal. Ahora veamos que As es el grupo trivial para Ss/As, sabemos que Ss5/As = {aAs |
a € Ss}, sea a € Ss/As, entonces

dAS = aASAS = aA5 =qa

AS(i = A5aA5 = A5A5a = aA5 =d,

pues As < Ss, es decir aAs = AsaVa € Ss.
Solo falta ver que no existe un grupo G tal que A5 C G C S5/As con G < S5/As, supon-

gamos lo contrario, es decir, G <1 S5/As, entonces tenemos las siguientes equivalencias,

aG = Ga
aGa' = G

si y solo si aa™! € G pero notemos que aG # Ga puesto que @ = aAs y Vg € G tenemos
que ag # ga, asi aAsg # gaAs, si aAsg = gaAs, entonces (ga)~'aAsg = As si p solo si
(ga)~'(ag) € As lo cual no pasa, pues As = G, de esta manera el factor Ss/As es simple y
por tanto la serie 1 < A5 <1 S5 es de composicion.

Para V del ejemplo 2.3.1, la serie 1 <V <1 Ay no es de composicion en Ay, pues V/1 =V

no es simple.

Proposicion 2.3.1. Un grupo simple y soluble es ciclico de orden primo.
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Demostracion. Sea A un grupo simple y soluble, por ser A simple no tiene subgrupos
propios y por ser soluble es abeliano. Ademas sabemos que un grupo sera abeliano y
simple siy solo si A =Z, con p primo [Art], como los Z, son ciclicos [Fra], entonces A es

un grupo ciclico de orden primo. ]
Proposicion 2.3.2. Si G es un grupo soluble, entonces cada subgrupo de G también es soluble.

Demostracion. Sea H < G, si G; es un subgrupo de la serie de subgrupos de G y hacemos

H; =G,NHparacadai=0,---,n, de esta manera tenemos que

H,
H,

GoﬂH:GﬂH:H,
G,NH={e}NnH = {e}.

Ahora consideremos el homomorfismo ¢; : H; | — G;_1/G; donde G;_1/G; = {gG; | g€ G;_1}
y ademas el homomorfismo manda un elemento h;_; € H;_; a h;_1G; € G;_1/G;. Ahora un
elemento h;_; € H;_; esta en el kernel de ¢; siy solo si ¢; (h;) =G; siysolosih;_1G; =G,

lo cual solo pasa si h;_; € H;_1 NG, pues h;_; € H; 1, pero

H,1NnG; = (G1NH)NG;
(Gi.1NG;))NH
= G,NH=H,,

por lo que ker(p;) = H; = G; N H, lo cual implica que H; < H;_;, en estas condiciones

tenemos el siguiente diagrama

%
H;_, Gi_1/G;

/SN

H; /H; = H;_;/Ker(¢;)

Como ¢; y T son sobre por el primer Teorema de Isomorfismo de grupos (ver[Rot2]),
tenemos que H;_;/H; es isomorfo a G;_{/G;, por el Teorema 2.3.1 el grupo G;_;/G; es
ciclico de orden primo, entonces H;_;/H; también es ciclico de orden primo, asi | H;_; :

H, | es primo, de esta forma hay una y solo una inclusiéon propia de la cadena, con lo cual
e} =H, C---CH,CHy=H,

asi H es soluble, y como H fue arbitrario entonces todo subgrupo de G sera soluble. [
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Proposicion 2.3.3. Todo grupo G finito abeliano es soluble.

Demostracion. Haremos induccion sobre el orden de G.
Sea | G |=n el orden del grupo, y sabemos que si G es finito el orden de G coincide con su
cardinalidad [Fra].

Para n =1, tenemos que G = {e} y | G |= 1, de esta manera tenemos la serie
1= GO c Gl = G,

donde 1 < G, asi el tnico factor de esta serie esta dado por G;/Gy = G/1 = G, como G
es abeliano por hipétesis, el factor G1/G necesariamente es abeliano, por lo tanto G es
soluble.

Supongamos que G es un grupo abeliano de orden n > 1 y supongamos que para | G [< n

se tiene que G es soluble, es decir G tiene la serie normal
1=GyCG,C---CG, =G,

donde cada G;,/G; factor es abeliano con G; < G;,;.

Ahora veamos que el resultado es cierto para | G |> n.

Sea p primo divisor de | G |.

Sip =| G|, entonces G es ciclico de orden p [Art] y de esta manera es soluble.

Si p <| G |, entonces podemos encontrar ¢ € G de orden p (Teorema de Cauchy [Fra]). Aho-
ra sea H = (g) el subgrupo generado por g, entonces H es normal (Teorema de Lagrange
[Fra]) pues G es abeliano y p =| H|, por lo tanto el orden de H y G/H necesariamente es
mas pequeno que | G |= 1, asi Hy G/H por hipétesis de induccion son grupos solubles,

por Proposicion 2.3.2 el grupo G es soluble. O]
Proposicion 2.3.4. S,, es soluble para n < 4, pero no es soluble para n > 5.

Demostracion. Sim < n, entonces S,, es isomorfo a un subgrupo de S,,, como cada subgru-
po de un grupo soluble es soluble por la Proposiciéon 2.3.2, tenemos que demostrar que
S4 es soluble y S5 no es soluble.

Ahora la serie normal de S; dada por 1<V <A, <S5, tiene como factores a grupos abelianos
y por definicion 2.3.2 concluimos que Sy es soluble y asi S, es soluble para n < 4.

Si S5 fuera soluble, entonces A5 seria soluble, y por el ejemplo 2.3.1 sabemos que no lo es,
pues tenemos que el factor As/1 = A5 no es abeliano y 1 <A5 <S5 de esta manera S5 no es
soluble, por la Proposicion 2.3.2 S,, no es soluble para n > 5, pues S5 C S,,. ]




Capitulo 3

Solubilidad por radicales

No te preocupes por tus dificultades en
matemadticas. Te puedo asegurar que las

mias son ain mayores.

Albert Einstein.

En este capitulo queremos conocer algunas caracteristicas esenciales de cuando un po-
linomio es soluble por radicales, relacionaremos esta idea con la extension de campo y
algunos resultados de este hecho, para posteriormente hacer el analisis con los polino-

mios ciclotomicos. Tomaremos como referencia el libro [Cox].

3.1. Extension radical

Para formalizar la idea de la solubilidad por radicales, iniciamos desde el punto de vista
de las extensiones de campo. Informalmente obtenemos una extensioén radical si le agre-

gamos las n-ésimas raices, para distintos 7, por ejemplo, la siguiente expresion radical

W\5/7+2\/§+\4/1+\3/Z. (3.1)

Para encontrar una extensiéon de Q que contenga a la expresiéon (3.1) como elemento,

servira unir sus elementos.
3 5[7+P 3 4 -
a=vV11,=V3,y= — 5=V4, n=V1+56.
Por ejemplo la expresion (3.1) esta contenida en una extension radical de la forma

Q(a, By, 0, 17)

3 2 5_7tB 3 4 -
de Q, donde a”® =11, g~ =3, > = — 0°> =4, n* =1+ 6. De esta manera cualquier
expresion similar a (3.1), estara contenida en una extension radical. Asi un polinomio
debe considerarse soluble por radicales, siempre que todos sus ceros sean expresiones

radicales sobre el campo. Con estas ideas definimos lo que sera una extension radical.
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Definicion 3.1.1. Sea K un campo con Char(K) = 0. La extension E : K se dice que es una
extension radical si E = K(«a) donde o es raiz de x" —a e K[x] n € Z", es decir, E = K(a) con
a" =a, o si se quiere E = K((ﬁ)

Ejemplo 3.1.1. Para la extension de campo Q(\/Z + \/5) : Q, hacemos v, =V2y y, = V2 +V2

como

QcQ()cQ(y1)(y2),

entonces tenemos las extensiones Q(y1) : Q vy Q(y1)(y2) : Q(y,) por tanto
Q(v2)(V2+V2):@

dondeyf:\/iz:2€Qy7/22:\/2+\/§2:2+\/§e(12(\/§).ComoQCQ( 2+\/§),y

(2o 2] ol o ).

Q(\/Z + \/5) : Q es una extension radical.

Con esta definicion y el ejemplo concretamos el significado de que los elementos de una
extension radical se puedan expresar como radicales.

Notese que x" —a es separable (independientemente de que sea irreducible) pues si a es
una raiz en K C C las restantes raices son &a, &la,---, E"1a, donde & € C es una raiz

n-ésima primitiva de 1.

Definicion 3.1.2. Sea K un campo con Char(K)= 0. Una Torre Radical para una extension

E : K es una torre de campos
K=KyCK;C---CK;_;CK;C:--CK,

donde, para cada i = 1,---, r, la extension K; : K;_1 es radical, es decir, K; = K;_1 (a;) con

a; €K tal que a?i = a; € K;_y para ciertos enteros positivos n;, ademds E = K(ay,ay,---, a,).
Teorema 3.1.1. Si E: F y F: K tienen torres radicales, E : K tiene una torre radical.

Demostracion. Notemos que al encadenar las dos torres radicales existentes por hipotesis,

esto nos proporciona una torre radical para la extension E: K

K=KiCK, C--CK;, , CK;C--CK,=F=F,CF, C---CF; | CF;

;S CF=E

]

Teorema 3.1.2. Una extension finita y separable E : K es soluble por radicales si y solo si E : K

es soluble.
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Para la demostracion véase [Rom].
Con este teorema garantizamos que la solubilidad por radicales y la solubildad de una

extension estan relacionadas.

3.2. Solubilidad por radicales de un polinomio

Ahora ya sabemos como determinar si un grupo o una extensién es soluble por radicales,
pero como podemos relacionar estos resultados con los de un polinomio, el siguiente

teorema es justo lo que hace.

Teorema 3.2.1. (Gran teorema de Galois.) Sea K un campo con Char(K)= 0y sea f € K[x]
no constante. Entonces la ecuacion f(x) = 0 es soluble por radicales sobre K si y sélo si, el grupo

de Galois Gal(f : K) es un grupo soluble.

Para la demostracion véase [Mor].

Ya sabemos que un polinomio f(x) no constante sera soluble por radicales si su grupo de
Galois asociado es soluble por radicales, es decir si Gal(f : K) contiene una serie normal
de factores abelianos, una forma analoga de poder conocer si un polinomio es soluble por
radicales es la siguiente definicion. Para ello tomaremos como referencia el libro [Mor]

Capitulo 3, Seccidén 16.

Definicion 3.2.1. Sea K un campo con Char(K)= 0. Un polinomio f(x) € K[x] se dice que es
soluble por radicales sobre K (o que la ecuacion f(x) = 0 es soluble por radicales sobre K) si

existe K, : K una extension radical tal que

K:KogKlg”‘gKi 1QKZ'Q"'CKT,

y f se descompone completamente en K, (es decir, un campo de descomposicion de f estd con-
tenido en K,).

Para entender mejor la definicién, veamos un ejemplo de un polinomio.

Ejemplo 3.2.1. Sea el polinomio p(x) = x> —5x* + 10x3 - 10x2 +5x -3 € Q[x], y K= Q.

Afirmamos que es soluble por radicales, pues podemos escribir

p(x) = x>—5x*+10x>-10x%+5x-3
= x°—5x*+10x° - 10x*> +5x—1 -2
= (x-1)°-2
=4 (X) - 21
Notemos primeramente que x> — 1 = 0, resuelve la raiz quinta de la unidad v las raices estdn

ubicadas en el circulo unitario del plano complejo, ahora para x° — 2 = 0 las raices son las

mismas que para x> — 1 = 0 multiplicadas por /2, asi para (x —1)> — 2 = 0 sus raices estin
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ubicadas en el circulo de radio 2 con centro (0, 1) del plano complejo. Por tanto todas las raices
para el polinomio p(x) = (x—1)> — 2 son de la forma 1 + cfk({/i) con & = e¥™/5,0 <k <5,
donde el campo de descomposicion es Ep = Q(E, {’/5), ademas la extension Ep : Q es radical,

pues & es una raiz quinta de la unidad. Mds explicitamente
QcQ(§)c (& V2)=E,

con 55:1602;)({’/5)6@(5,{/5):&.

Este ejemplo también es una excepcién a la no solubilidad de los polinomios de grado
cinco, la cual se vera mas delante.

En las condiciones del Teorema 3.2.1 tenemos la siguiente proposicion, de hecho con el
Teorema de Galois a nuestra disposicion, podemos deducir que es posible resolver por
radicales todas las ecuaciones hasta grado cuatro, y como la demostracion es constructiva

en principio podriamos elaborar una férmula explicita para resolverla.

Proposicion 3.2.1. Sea K un campo y f (x) € K[x] con Char(K) = 0. Si grd[f (x)] < 4 entonces
f es soluble por radicales y consecuentemente la ecuacion f(x) = 0 es soluble por radicales sobre
K.

Demostracion. El polinomio f sera soluble por Teorema 3.2.1 si Gal(f : K) es un grupo
soluble. Sabemos que el grupo de Galois permuta las raices, con lo cual es isomorfo a un
subgrupo de S,, € S; donde m es el nimero de raices distintas, por tanto, basta probar

que Sy es soluble, lo cual se garantiza por las proposiciones 2.3.2 'y 2.3.4. ]

Proposicion 3.2.2. Sea K un campo con Char(K) =0, un polinomio f(x) con grupo de Galois

abeliano es soluble por radicales.

Demostracion. Sabemos que el polinomio f(x) sera soluble por radicales si su grupo de
Galois asociado es soluble. Por hipotesis tenemos que el grupo de Galois es abeliano, y
como todo grupo finito abeliano es soluble por la Proposicion 2.3.3, tenemos que f(x) es

soluble por radicales. O

3.2.1. Solubilidad de polinomios de grado 2, 3 y 4.

Para los polinomios de grado uno y dos es facil demostrar que son solubles por radicales,
debido a la existencia de procedimientos para conocer sus raices. Existen formulas mas
complejas para polinomios de grado tres y cuatro los cuales por la Proposicion 3.2.1 son
solubles por radicales. Por otro lado, los polinomios de grado cinco no son solubles por
radicales, y por lo tanto no existen formulas generales, sin embargo hay casos especificos
de polinomios de grado cinco que son solubles, es decir, polinomios reducibles sobre nu-
meros racionales (como en el ejemplo 3.2.1) y polinomios ciclotémicos. Analizaremos los

polinomios de grado 2,3 y 4, para los altimos nos basaremos en el libro [Cox] Capitulo 1,
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Seccién 1.1 y en el libro [Ste] Capitulo 2, Seccidén 5.

Polinomios de grado 2
La solucion de los polinomios de grado dos lo podemos hacer mediante la férmula gene-
ral.

Sea p(x) € K[x] tal que grd[p(x)] = 2, este polinomio tiene la forma
p(x)=ax®+bx +c.

Sabemos que podemos resolver la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 calculando sus dos raices con

las siguientes ecuaciones. Sea A = b — 4ac el discriminate de p(x).

siAn>0
X = bza\/—
-0 x A
! SiA<O
2a

Notemos que los posibles valores que puede tomar x estan expresados en términos de
radicales.

Polinomios de grado 3

La solucion de los polinomios ctubicos se puede hacer utilizando el método de Cardano,
en donde se elimina de la ecuacién normal el término x? y se obtiene la ecuacién reducida.

Sea p(x) € K[x] tal que grd[p(x)] = 3, este polinomio tiene la forma
p(x) = Ax> +Bx*+Cx+D = 0.

Como es mas facil trabajar con un polinomio moénico, podemos dividir la ecuaciéon com-

pleta para obtener

x®+ax*+bx+c=0, (3.2)
hacemos x =y - g y obtenemos
+ax’+bx+c=p>+ az 22+b+ a3+a3 ba+
Craxl+bxrc=y>+y 3 Ztg T3t
a’>  2a? a> a®> ba
conp=—-—+byq=—-—+———+chacemos,
3 3 279 3
y3 +py+q=0. (3.3)

Asi podemos resolver la ecuaciéon (3.3) para y y de esta manera las soluciones para la

ecuacion (3.2) estan dadas por,
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Con i = {1,2,3} y donde &; es una raiz 3-ésima de la unidad. Notemos que los posibles
valores que puede tomar x estan expresados en términos de radicales.
Si consideraremos el grupo de Galois de la ecuacion ctbica reducida e irreducible, el gru-

po de Galois del campo de descomposicion de esta ecuacion cubica es Ss.

Teorema 3.2.2. Si E : K es una extension de Galois, entonces | Gal (E: K) |=| E : K|.
Para la demostracion véase [Art].

Teorema 3.2.3. Si E : K es una extension, F es un subcampo intermedio tal que KCF CE y

ademads : F : K, E : F son extensiones, entonces |E: K|=|E:F|F:K|.
Para la demostracion véase [Ste].

Proposicion 3.2.3. El grupo de Galois de cualquier polinomio ciibico es isomorfo a cualquiera

de los dos grupos Sz 0 As.

Demostracion. Sea f(x) = x> + px + g un polinomio en su forma reducida e irreducible en

K[x] donde Char(K)= 0, con raices vy, v,, 3. Como

fx)=x>+px+q=(x-9)(x-92) (x—3), (3.4)

tenemos las siguientes relaciones

Vi+y2+y; = 0,
VV2+V3Y2+tY3Y1 = P,
Ny = —q,

asi de la primera relacién tenemos que la raiz y; esta en el campo generado por las raices

V1,¥>, de esta manera tenemos la siguiente torre de campos
KCLCE, (3.5)

donde L = K(y1) y E = K(y1, v2) = K(v1, ¥2, ¥3), pues si dos raices estan en el campo, la
tercera automaticamente estara en el campo.

Buscamos saber quién es Gal(E : K).

Primeramente de la torre (3.5) debemos saber siL = E o L <E, es decir si hay un subcampo
entre Ky E, para analizar esta dicotomia tomamos el polinomio f(x) el cual es irreducible
en K[x] y ademas se descompone en factores lineales en E. Sabemos que en L, f(x) tiene
como factor a (x —y;) , pues f(y;) = 0, entonces f(x) = (x —y;)h(x) con h(x) un polinomio
de grado dos con coeficientes en L. De (3.4) tenemos que h(x) = (x —y,) (x —v3) y h(x) € E,

entonces L es subcampo de E si y solo si h(x) es irreducible en L, el grado de

L(y2) =K(¥1)(¥2) =K (1, ¥2) =E =K(v1, v2, ¥3)
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sobre L es dos, es decir, | L(y;) : L |= 2, como f(x) es irreducible en K, entonces |[L: K |= 3,

ahora por el Teorema 3.2.3 tenemos que
|E:K|=|E:L||L:K]|,

de esta manera tenemos lo siguiente,

3 siL=E
|E:K|= .
6 siL<E

Ahora de acuerdo al Teorema 3.2.2 el orden de un grupo de Galois G =Gal(E : K) es el
grado de la extension E : K, como G < S3 y S; tiene orden 6, entonces si

|E:K|=6

se tiene que Gal(E : K) = S5 y si
|E:K|=3

se tiene que Gal(E : K) = A;. [

Polinomios de grado 4
La solucion de polinomios de grado cuatro se puede hacer utilizando el método de Ferrari,
que transforma un polinomio de grado cuatro en una ecuacion reducida que no tiene el

término x3. Sea p(x) € K tal que grd[p(x)] = 4, este polinomio tiene la forma
p(x) = Ax*+ Bx®+ Cx*+ Dx +E.

Analogo al polinomio de grado tres, hacemos moénico al polinomio, dividiendo por el

coeficiente principal y reescribiendo tenemos
s*+axd +bx’+ex+d =0, (3.6)
y si hacemos x =y — Z obtenemos
v pyi+qu+r=0, (3.7)
sumando 2zy2 + z? a la ecuacién (3.7) obtenemos
vt 42297 + 2 :(ZZ—p)yz—qy+(zz—r) (3.8)

y ahora hacemos el discriminate del lado derecho igual a 0, es decir

q2—4(zz—r)(2z—p) =0,
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de donde obtenemos
82% —4pz® —8rz+4rp —gq* = 0. (3.9)

De esta manera para resolver la ecuacion (3.6) tenemos que resolver la ecuacion (3.9) y

asi una raiz de (3.9) se ve de la siguiente manera,

1 1 1 [ a
XZE\IZZi—pi\/EZi—Zpi ZiZ_T_Z

siendo z; las soluciones de la ecuacion (3.6), coni =1, 2, 3, 4.

Hemos mostrado no solo que los polinomios de grado menor o igual que cuatro son solu-
bles por radicales, si no que ademas podemos dar explicitamente como se ven sus raices.
De la definicion 3.2.1 tenemos que si K es un campo, decimos que f(x) € K[x] es soluble
por radicales si y solo si hay una extensién radical E : K tal que f(x) se descompone sobre
E. No es evidente, que esto implica que el campo de descomposicion de f sobre K sea una

extension radical de K.

Para mostrar esta idea tenemos el siguiente ejemplo, el cual exhibira un polinomio soluble

por radicales cuyo campo de descomposicion no es una extension radical.

Ejemplo 3.2.2. Sea K=Qy f(x)=x>-3x+1.

Veamos que este polinomio es soluble por radicales, pero no podemos encontrar una extension
radical E : K tal que f(x) se descompone sobre E.

Para ver que el polinomio ctibico f(x) con coeficientes en Q, es soluble por radicales, sea E el
campo de descomposicion de f(x) sobre Q, como f es irreducible en Q pues f(x) no tiene raices
en Q y el grd(f (x)) = 3. Ahora determinemos el grado de la extension E : Q, sabemos por la
Proposicion 3.2.3 que si G =Gal(f : Q) es un grupo de Galois de f(x) sobre Q, G = Aj, como
Q es perfecto (véase definicion 2.1.11 y su comentario ) pues su caracteristica es 0, tenemos
que | E: Q |=| G |= 3, asi Gal(E : Q)= A3, de esta manera por la Proposicion 2.3.4 Gal(E : Q)
es soluble por radicales pues A3 < Sz y por el gran Teorema de Galois 3.2.1 f(x) es soluble por
radicales.

Para ver que E no es una extension radical de Q, supongamos lo contrario. Si E es una extension

radical de Q, entonces hay una cadena de campos
QgKogKl ggKr:El

con K; CK;_ (a;) y ' € K;_y para alguna n, como | E : Q |= 3 y al ser tres un niimero primo,
hay una y solo una inclusion propia en la cadena, es decir E = Q(b), tal que b" = u € Q para
algiin n, sea p(x) el polinomio minimo para el cual b es raiz, donde p(x) se factoriza en términos

lineales en E, por ser E : Q una extension normal.

AL ’
Sea b’ € E otra raiz de p(x), entonces b" = (b')" = u, asi 1 = (—) , es decir — es una raiz

b b

/

n-ésima de la unidad. Supomgamos que r = + s una raiz m-ésima primitiva de la unidad, tal
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7

que m | n, entonces Q(r) = Q(%) CE, con lo que

|E:QI=|E:Q(r)[|Q(r): Q]. (3.10)

Como | Q(r) : Q |= @ (m) (ver [Ste] y seccion 1.2), por (3.10) y como | E : Q |= 3 tenemos que
p(m)=103.
Pero tenemos que, para todo entero positivo m, ¢ (m) = 3. En efecto, ¢ (1) =1 y para

B21, p(2f)=2F"(2-1)=2F" =3,

s . . ap Ay e
asi que podemos suponer que m no es una potencia de 2, digamos que m = con
1 F2 5

P1,P2,+»Ps primos distintos y s, a1, ap, -+, &g enteros positivos. Entonces

@ (m)=o(p!")o(ps?)- @(p).

Sea p un primo impar que divida a m. Asi, si @ (m) = 3, @ (p®) dividiria a 3, para algiin
entero positivo a. Ahora, ¢ (p®) = p*(p—1). Pero, p — 1 siendo par, no divide a 3. Asi,
| Q(r) : Q |= @(m) =1, y entonces r € Q. Ahora, las tinicas raices de la unidad que son
racionales son +1, por lo que r = £1. Tenemos entonces que b’ = b.

Con lo cual mostramos que p(x) tiene almenos dos raices entonces,
1=|Q():Q|<2<[E:Q]=3,

lo cual contradice el hecho de que E = Q(b), por lo cual E no es una extension radical de Q.

Con el ejemplo 3.2.2 tenemos la idea de que existen polinomios en Q solubles por radica-
les, pero que no tienen una extension radical, lo cual es un teorema que demostraremos

mas adelante, para el cual necesitamos el siguente teorema.

Teorema 3.2.4. Sea f(x) € Q[x] un polinomio cubico irreducible con raices u, v, w. Sea E =
Q(u, v, w) un campo de descomposicion de f(x), y sea Q = Ky € Ky C --- C K; una torre
radical con E C K;. Entonces K; no es subcampo de R.

Para la demostracion véase [Cox].

Para concluir la idea del ejemplo 3.2.2 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5. Existen polinomios con coeficientes racionales solubles por radicales tales que

su campo de descomposicion sobre Q no es una extension radical.

Demostracion. Considérese cualquier polinomio cubico cuyo discriminante sea positivo.
Como sus tres raices son reales, su campo de descomposicion es subcampo de R, asi que

si E : Q fuera una extension radical, se contradice el Teorema 3.2.4. O]
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Capitulo 4

Polinomio ciclotomico y la solubilidad

por radicales

Las matemadticas consisten en probar lo

mads obvio de la manera menos obvia.

George Pdlya.

Ahora que ya sabemos en que casos un polinomio es soluble por radicales y hemos cono-
cido la relacion con las extensiones de campo, queremos relacionar toda esta teoria con

los polinomios ciclotémicos. En esta secciéon nos basaremos en el libro [Cox].

4.1. Polinomio ciclotomico

Consideremos el polinomio x" — 1 con n € IN, gracias a las propiedades de los nimeros

complejos, sabemos que las raices de estos polinomios son los que forman el conjunto:
Un = {ék = eznki/n | k = 1;"';”} = {w € C | wn = 1}

Notemos que el conjunto U, junto con el producto usual forman un grupo (ejemplo
1.1.1), y ademas a los elementos de U, se les llama raices n-ésimas de la unidad. En
general, si estamos en un campo Ky £ € K es una raiz del polinomio p(x) = x" — 1, enton-
ces & es una raiz n-ésima de la unidad si £” = 1, y es primitiva n-ésima si ademas n es el
entero positivo mas pequeno para el cual £ elevadoalanes 1.

Observemos que si Char(K) = s, entonces s no divide a n, pues de lo contrario tendriamos
n = sq para algin q € IN, y por tanto, por ser s la caracteristica, x* = 1 para todo x € K,
entonces, x" = (x*)7 = 1 para todo x € K, de modo que todos los elementos del campo K

serian raices n-ésimas de la unidad.

Definicion 4.1.1. Un polinomio se denomina ciclotomico de orden n sobre un campo K cuan-

do la caracteristica de K no divide a n y ademds es monico cuyas raices son todas las raices
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primitivas de orden n de la unidad, & € U,, por lo que podemos escribir,

©,(x)= | | (x-cu.

(k,n)=1

Como & € U, recorre las n-ésimas raices primitivas de la unidad, el grado de dicho poli-
nomio coincide con el orden de U,,, es decir, con el total de raices n-ésimas primitivas de
la unidad.

La definicion 4.1.1 se aclara en la siguiente parte, en la cual se expone de manera mas

precisa como podemos calcular a los distintos @,,.

Definicion 4.1.2. Sean K un campo, n un entero positivo y x"* — 1 el polinomio ciclotémico,
también sea & una raiz n-ésima de la unidad. Llamamos n-ésima extension ciclotomica de
K a la extension K(&): K

Definicion 4.1.3. Decimos que un campo E, es un campo de descomposicion ciclotomico

de orden n sobre K, si E es un campo de descomposicion de x — 1 sobre K.

Notemos que el campo de descomposicion ciclotomico de orden n, sobre un campo K,
cumple que su caracteristica no divide a n, si eso ocurriera, entonces cualquier elemento
de K seria solucion de la ecuacién ciclotomica de orden n.

Podemos concluir que si la caracteristica del campo K es 0 para el polinomio f € K[x]
tal que el grado de f es n, este es irreducible, pues cada raiz de este polinomio sera
simple, de esta manera la extension algebraica con estas caracteristicas, sera separable,
en consecuencia tendriamos un polinomio separable si la caracteristica del campo es 0 o

p donde p { n (veasé [Hun]).

4.1.1. Calculo de polinomios ciclotomicos

Analizaremos algunas propiedades de los polinomios ciclotémicos y como calcularlos de

una manera mas facil. Por simplicidad de los calculos trabajaremos en C.
Lema 4.1.1. grd [D,(x)] = ¢ (n)

Demostracion. Como el grado de @, (x) es el nimero de n-ésimas raices primitivas de
la unidad. Sea & una raiz n-ésima de la unidad, entonces &' con 1 < i < n es otra raiz

primitiva, siy solo si (i,n) = 1, por lo tanto el nimero de raices primitivas es ¢ (n). ]

Notemos que apartir del lema 4.1.1 deducimos la expresién de ®,, como el n-ésimo po-
linomio ciclotémico para cualquier entero positivo 1, como el polinomio moénico cuyas

raices son las n-ésimas raices primitivas de la unidad

@(n)

@, (x) = | | (x—wp)

k=1

con wy raices primitivas de la unidad.
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Lema 4.1.2. x" -1 = l_[CDd(x)
dln
Demostracion. Las raices del polinomio ciclotomico x" —1 son las raices n-ésimas de la
unidad, ahora si £ es una raiz primitiva d-ésimas de la unidad es una raiz de ®; pero
d | n entonces existe t € N tal que n = dt y asi, £" = £% = (£9)f = 1 y es raiz de polinomio
x" —1. Como tienen las mismas raices y ambos son moénicos, por la factorizacion tnica de
los polinomios tenemos que x" —1 = H@d(x). O
dln
El lema anterior nos permite calcular recurrentemente la expresion explicita del polino-

mio ciclotémico.

Teorema 4.1.1. Sea n € N, K un campo tal que Char(K) t n, y ®@,(x) el n-ésimo polinomio

ciclotomico sobre K. Entonces

"1
D, (%) =
]_[q)d(x)
dln
d<n

Demostracion. Sea E el campo de descomposicion ciclotomico de orden n sobre Ky & € E
una raiz primitiva de la unidad, U, = (&) es el grupo de todas las n-ésimas raices de la
unidad y como este es un grupo ciclico, contiene todas las d-ésimas raices de la unidad
para cada d divisor de n, # sera una d-ésima raiz de la unidad, si y sélo si, | § |= d. Por

tanto, para cada d divisor de n tenemos que

y asi, multiplicando todos los polinomios ciclotémicos d-ésimos con d divisor de n tene-

mos:

-1=] [e-m=][|] [&-n]|=] | Pt (4.1)

neG dn | neG din
In|=d

De la ecuacién (4.1) tenemos x" — 1 = ]_[CDd(x) el cual es un procedimiento constructivo
dn

para calcular los polinomios ciclotomicos de grado n, a partir de los de menor grado.

Ahora de la igualdad x" -1 = ]_[ D,(x) = D, (x) l_[ d,4(x) despejamos el polinomio ciclo-

dn dln
L d<n
tomico de grado n y obtenemos:

m_1
Dy(x) =
l_[(Dd(x)
dln
d<n
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Notemos que esta expresion nos permite establecer como son los coeficientes de @, (x).

Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Calculemos ®@y,. Por el Teorema 4.1.1 tenemos:

x12-1
Dpo(x) = e,
12092 5 5,50,
Donde, aplicando el mismo teorema se tiene:
ch = X—l,
2 2
x-1 x-1
D, = = =x+1,
2 @, -1
3 2
x>-1 (x-1)(x"+x+1) ,
O; = = =x"+x+1,
3 CDl X—l X x
4 2 2
-1 -1 +1
o, = * (" =1)(x ):sz,
q)lq)Z (x—l)(x+1)
o - x6 -1 _ (x3-1)(x3+1) :(xz—x+1)(x+1):x2_x+1.
@1@2@3 (x—l)(x+1)(x2+x+1) (X+1)
As 12 12 6
-1 -1 +1
@12 X X X :X4—X2+1.

T 0,0,0,0,05 (x6-1)®; x2+1

Para el siguiente diagrama, tenemos cuando n = 12, las raices primitivas son las Ek, con k =
1,5,7,11, ya que son los valores de k tales que mcd(12,k) =1

— T~
& &t
-1 1
& en
S~ —

En rojo tenemos las raices primitivas para @, = (x — &) (x -~ 55) (x -~ 57) (x —&l )
Recordemos la siguiente definicion.

Definicion 4.1.4. Un anillo no trivial F es un anillo primo si para dos elementos cualesquiera
aybdeF, tales que arb = 0 para todo r € F, entoncesa=00b = 0.

Lema 4.1.3. ©, tiene coeficientes en el anillo primo K{x].
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Demostracion. Demostracion por induccion sobre n.
Sin=1,®P; =x-1, notemos que el polinomio tiene sus coeficientes en el anillo primo.
Supongamos por inducciéon que Vd < n, @, tiene sus coeficientes en el anillo primo.
Veamos que x" — 1 verifica la propiedad. En la expresion para @, dada por el teorma
4.1.1 el numerador y el denominador tienen sus coeficientes en al anillo primo, asi por
el algoritmo de la division de polinomios sabemos que el cociente también sera moénico y
con coeficientes en el anillo primo, es decir @, tiene sus coeficientes en el anillo primo.
O

Recordemos que Irr(x, K) denota al polinomio ménico p(x) € K[x] de menor grado tal que
p(x) = 0.

e1—1 er-1 e,

Lema 4.1.4. Sean m=p;' "py’ ---p; - yn= pilpgz --py, entonces Py(x) divide a Dy, (x™),

donde d; = (md—d)' para todo d | n.

Demostracion. Primero observemos que d = dy(m, d) | dym pues (m, d) | m, por lo que
podemos escribir dym = dk y asi k = (dym)/d.

Sea ¢ una raiz d-ésima primitiva de la unidad, de donde

[ Todem =t -1=(ehk-1=5%-1=0.

tldy

Si demostramos que para t # d; se verifica que @;(£™) # 0, simplificando tendremos
Dy, (E™) =0, luego Py(x) = Irr(E, Q) | Dy, (x™) que es lo que buscabamos. d | % =p1-DPrs
luego todo t | dy es de la forma t = p;;---p;;. Sea t # d; y por sencillez enumeramos los

primos de forma que t = p;---p; con j <r. Entonces
DM [(EM) 1= =120

ya que mt < md; y el orden multiplicativo de £ es exactamente d = md;. Luego ®,(£") =

0. [
1 e - d
Lema 4.1.5. Sean m = p{' 1p§2 1---pf’ ! yn=pp3--p/,cond|nyd = . d) entonces
m,
[ [oa)= [] @axm.
dln dylp1-py
d#n di#p1-pr

Demostracion. Notemos que k = (dym)/d como antes. Por el lema 4.1.4, cada factor de
I_[CDd(x) divide a I_[ @y, (x™), asi Dy(x) | ]_[ @4, (x™). Por el Teorema 4.1.6 tene-

d|n dilp1--p, dilp1-p,
d#n di#p1 Py di#p1-py

mos que todos los factores de la izquierda ®4(x) son irreducibles sobre Q y distintos,
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entonces su producto dividira al polinomio que esta a la derecha, asi

[ [oa)1 | ] @aem.

dln dilp1-p;
d=n d#p1-py

Como cada @,(x) y Py, (x™) son moénicos, tendremos que ]_[(Dd(x) sera monico y también

dn
d=n

asi ambos productos son moénicos.

Ahora solo hace falta ver que grd l_[(l)d(x) = grd l_[ @4, (x™)|. Entonces, usando

dn dilp1-pr
d#n dy#p1-py

el Teorema 4.1.1

grd ]_[(Dd(x) =grd(g_ : ) =n—q(n)

N ()

d=n

(x™)P1Pr — 1

qrd ]_[ qul(x ) :grd(—q)p1~--p,(xm)

dilp1-py
dy#p1-py

) =n—@(p1---p;)m.

Por la féormula para el calculo de ¢(n), tenemos:

[SN)

n—@(py'py - pr)

= n=[(p1=1)p)"" (p2=1)pF ™+ (py = V)pr ]

= n=[((p1 = Vp2= 1) (=) pi  p5 " opy 7]
= n=[(p1=1)(p2=1)---(py = 1)]m

= n=@(py-pr)m.

n—q(n)

Asi ambos grados son iguales. Por tanto podemos concluir que los dos polinomios son

iguales. O]

Los dos lemas anteriores nos seran de utilidad en la demostracion de una parte de la

siguiente proposicion.
Proposicion 4.1.1. Reglas de cdlculo para los polinomios ciclotomicos,
a) Sip esun primo, P, (x) = Pl xP 24 b x+ 1.

b) Para todo e > 1, con p primo,se cumple CDpe (x) = CDp (po )
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e1—1

er—1
¢) Sin=p{'py---py, entonces ®, (x) = xPr e xPr )

e, |

d) Sin>1esimpar @y, (x) =D, (—x), con n como producto de primos.

Demostracion.  a) Sea p un primo, queremos ver que @, (x) = xP1+xP72 4.4 x+1. Del

Teorema 4.1.1 tenemos que

xP -1
D,)(x) = —=——
p s
| |(Dd(x)
dlp
d=p

al ser p primo, sus unicos divisores son p y 1 entonces,

xP -1 3 xP -1
H(Dd(x) x-1"
dlp
d=p

pues ®; = x —1, asi tenemos,

xP -1

=xP x4 x4,
x—1

y por tanto qu(x):xP—1 +xP 24 x4+ 1.

b) Sean e > 1y p un primo queremos ver que @, (x) = D, (xpe_l). Como consecuencia

inmediata del Teorema 4.1.1 se tiene

xP -1
Qpe = =——
[ [@atx)
dlp
y como los divisores de p® son 1, p, p?, ---, p®! entonces,
-1 X -1
]_[(Dd(x) CD1(DPCDP2 (Dpe—l’

d|p®

donde para calcular @i con i =1,---, e—1, hacemos lo mismo que en el ejemplo
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4.1.1

xP -1
o, = o
D, - xp2—1: xP’ -1 :xpz—l
p DD, @1-xp_1 xP -1

D,

D - X -1 _ X -1 :xP3—1
P DD, D, q).xp__l'xpz_], P’ -1

U7, xr-1

haciendo esto de manera recursiva y con varios calculos mas, podemos continuar

con la prueba y vemos que,

xP -1 3 xP -1
(qu)pq)pz o q)pe—l - xp -1 po -1 xp272 -1 prl -1
CDl Cplq)p CDI q)pe—3 CD] che—2
3 xP -1
xP—1 xP* -1 DA B |
Yo, w1 A W S
B xP 1
o oxptloq
= q)pe(xp )

De esta manera tenemos que @, (x) = @, (xpe_l) lo cual es el resultado deseado.

e1—1 ex—1 e,—

1 ey e ey
C) Sean m = pp Py o DPr yn=p,p, - -pr,queremos ver que

pL’I*l pfr*1
By 0= By 1),

n
-1
Por el Teorema 4.1.1 tenemos que D, (x) = * , COMO
[ [@atx)
dn
d#n
n = P?P?"'Pfr
e;—1 ey—1 e,—1
= P1P1y P2Py; o PePr
e1—1 _er—-1 e,—1
= (7P ) pip2e b

= m(p1p2---Ps),

por el lema 4.1.5 tenemos I_[q)d(x) = H @4, (x™), y como los d; son todos los

dn dilp1pr
d=n di#p1--pr
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posibles productos de las combinaciones de r en k con k € {1,--- k — 1}, entonces el

polinomio nos queda de la siguiente manera.

x" -1

]_[q)d(x)

q)n(x) =

(xm)plpr — 1 m e1-1 er—1
_ p p
]_[ Dy (x™) Dpyp, (X)) = P p (P2 7F
d
dilp1--pr
di#p1-py

Probaremos por induccion:

Notemos que ©y(—x) = —x+ 1 = —-D(x).

Sea n > 1 impar, es decir para n = 2k + 1, realizaremos la induccién sobre k. Quere-
mos ver que P,,(x) = D, (—x).

2

Para k = 1, tenemos Dg(x) = x* —x+ 1, y por otra parte

Ds(x) = x*+x+1,
Dy(-x) = (—x)?-x+1
= x>-x+1,

de esta manera g(x) = x> — x + 1 = D3(—x).

Hipotesis de induccion.

Supongamos valido para k < ry n = 2r+1, es decir @,4(x) = Dy(—x) y d tal que
d|2r+1=n.

Ahora veamos que se cumple para k > r.

2n
x"-1
Dyy(x) = ———

[ | ®atx)

d|2n
d<2n

xX?-1 = ]_[ Dy (x) - Dy, ().
d|2n
d<2n
En esta altima desigualdad notemos los d que cumplen que d < 2n y d | 2n, con

n impar, son todos los divisores de n y los numeros de la forma 2 - (divisores de n)
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excepto el 2n pues no se considera desde un principio. Asi

®, (x) = x2n -1 _ x2n -1
2n - - .
[ [oa)-| [®2atx) (o= 1)-] [Patx)
dln dn din
d<n d<n

Por hipoétesis de induccion, tenemos P,;(x) = ©;(—x), puesto que d es divisor de n

impar, entonces d es impar.

D,, (X) =

donde el (1) en el denominador es porque ®P,(x) = —®; (—x), ademas (-1)" = -1
pues n es impar, los divisores de n son {1,dy,d,, -+, d,, =n}, donde d; | n con i =
1,---, ny de esta manera siempre estamos tomando al uno entre los divisores.

O

En esta parte tomaremos como referencia principal el Capitulo 6 del libro [Jon].

A partir de este momento, consideraremos a U, el conjunto de las unidades de Z,,. Re-
cordemos que las unidades de Z,,, son los numeros que cumplen; 1 <k <ny (nk)=1,
por lo tanto, el orden de este grupo es @(n) véase la definiciéon en [Her]. En este primer
teorema, vamos a encontrar una caracterizacion de las raices primitivas, que nos ayudara
a localizarlas con mayor facilidad.

Recordemos que el orden de a € U, es el menor entero positivo b € Z* tal que a’ = 1.

Teorema 4.1.2. Un elemento a € U, es una raiz primitiva de la unidad, si y sélo si, aPm/a £ 1,

para cada q primo que divida a ¢(n)
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Demostracion. Si a es una raiz primitiva de la unidad, entonces su orden es ¢(n), y por

i . . . . n
tanto a' # 1 para 1 <i < ¢@(n)y en particular, es cierto para i = ()

con g primo dividien-

do a ¢(n).
Por otra parte si a no es una raiz primitiva, sea k el orden de a4, y por ser un elemento de

p(n)

U, entonces tiene que dividir al orden del grupo, es decir, k | ¢(n). Por tanto, — > 1,

k
tomamos g un primo que divida a Pln) , entonces k divide a #, y por tanto tenemos

k
que a?"/4 =1 en U,,. N

4.1.2. Los polinomios ciclotomicos y los campos Qy Z,

Una vez analizados los polinomios ciclotémicos en un campo cualquiera veamos algu-
nos resultados en el campo Q, posteriormente vamos a ver un ejemplo particular de los
polinomios ciclotomicos sobre el campo de los Z,. Para este estudio, tomaremos como
referencia el apartado 8 del Capitulo 5 del libro [Hun] y Capitulo 9 del libro [Cox].

Mediante el Teorema 4.1.1, los primeros polinomios ciclotomicos en el campo de los
racionales quedan de las siguiente forma, en los primeros casos es claro que tenemos
D;(x) =x—-1y Dy(x) =x+1, y calculando los siguientes polinomios ciclotomicos de ma-

nera recursiva como en el ejemplo 4.1.1 obtenemos:

Dy(x) = x*+x+1,

Dy(x) = x2+1,

D5(x) = A% ex+1,

Dg(x) = x>—x+1,

Dr(x) = 20+ +xt e +x%+x+1,
Dg(x) = x*+1,

Dy(x) = x°+x3+1.

Proposicion 4.1.2. Sea K(&) : K una extension simple y algebraica, entonces | K(&) : K |=

grd (m) donde m es un polinomio minimo para &.
Para la demostracion véase [Ste].

Teorema 4.1.3. Sea E el campo de descomposicion ciclotomico de orden n sobre Q, entonces
|E:Q|=¢(n)

Demostracion. Sabemos que E = Q(&) con & una raiz de la unidad, y sabemos por el ejem-
plo 2.1.4 que @, (x) es el polinomio minimo irreducible para cualquier n-ésima raiz de la
unidad, y por el Teorema 4.1.1 el grado del polinomio ciclotémico es ¢ (1), de esta manera

por la Proposicion 4.1.2 tenemos | E: Q |= ¢ (n). ]

Teorema 4.1.4. Si E es el campo de descomposicion de un polinomio separable en K|[x], enton-
ces el grupo de Galois de K C E, tiene orden | Gal (E: K) |=| E: K|.
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Para la demostracion véase [Cox].

Teorema 4.1.5. Criterio de Eisenstein-Schonemann. Sea f (x) € Z[x] un polinomo con grd[f (x)] >
0, f(x) = a,x" +a,_1x" ' +---+a,x+ag y un niimero primo p tal que p | a; para toda i # n,

pero no divide a a,, y ademds p? { ag entonces f(x) es irreducible sobre Q.

Para la demostracion véase [Art].

Teorema 4.1.6. D, (x) es irreducible sobre Q[x]y Z[x].

Para la demostracion véase [Cox].

Proposicion 4.1.3. @, (x) = xP~1 4+ ...+ x+ 1 es irreducible sobre Q cuando p es primo.

Demostracion. Primero tenemos por el Teorema 4.1.1

(xP —1)
Ppl0) = x—1"~

entonces e 11
x+1)P -

Dyx+1)=

Del Teorema del binomio tenemos lo siguiente

(x+1)p:xp+(11))xp‘l+---+(l:)xp‘r+-~-+(pp1)x+1 (4.2)

y la sustitucion de (4.2) en la féormula anterior para @, (x + 1) da

)

, (x+1)=xP! +(11))xp‘2+--~+(f)xp"‘l+---+( P ) (4.3)

p—1

Sin embargo para 1 <r <p -1, el entero

ri(p—r)! r!

r

(p) p! plp-1)---(p-r+1)

es divisible por p, ya que p divide al numerador pero no al denominador, pues p es primo.
p

Ademés, notemos que p? no divide ( 1) = p, entonces @, (x + 1) es irreducible, ya que

(4.3) satisface el criterio del Teorema 4.1.5.

Ahora afirmamos que @, es irreducible, ya que una factorizacion ®@,(x) = g(x)h(x) en Q
implicaria @,(x +1) = g(x+ 1)h(x + 1). Si g y h tienen un grado menor que p — 1, lo mismo
seria cierto para g(x+ 1) y h(x + 1), lo que contradiria la irreductibilidad de ®,(x +1). [

Z,y los polinomios ciclotomicos.

Z,, y los polinomios ciclotomicos. Ahora que ya analizamos los polinomios ciclotoémicos

sobre el campo Q. Analicemos los polinomios ciclotomicos sobre el campo Z,,, con n € IN.
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Es decir, veremos como resolver las ecuaciones de la forma:
xk=1 (méd n) k,ne N

Para analizar la solucion de los polinomios ciclotomicos en Z,,, tomaremos como referen-

cia el Capitulo 6 del libro [Jon].

Caso 1. Estudiemos primero los casos n = 2p%, p;'---ps°, donde p; es un primo impar y
para e = 1, 2 ([Jon]), pues son los casos en los que el grupo de las unidades de Z,
es ciclico. En este caso, al ser U, ciclico, sabemos que existe una raiz primitiva (ver
Teorema 4.1.2), de modo que ponemos a x € U,, como potencia de una raiz primitiva

cualquiera, es decir, escribimos;
x=w' (mdd n), (4.4)

donde w es una raiz primitiva de U,,, e i es desconocido. De modo, que la ecuacién
(4.4) queda
(méd n)

y ademas
1=w?™  (méd n).

Como la raiz primitiva tiene orden ¢(n), entonces.
w* = w?"  (méd n).

Por este mismo motivo, se puede trasformar esta ecuaciéon en una ecuacion lineal

ik=g@(n) (mod @(n)),

de esta manera

ik=0 (moéd ¢(n)).

Resolviendo esta Gltima congruencia, obtenemos las soluciones, es decir buscamos
las i tales que ik sea congruente con 0 médulo n, asi las soluciones son: iy,ip--, i,
de esta manera las soluciones del polinomio ciclotomico son: x = w',w',...,w'

modulo n.

Ahora, que ya hemos visto el procedimiento para resolver la ecuacién en el caso

donde el grupo de las unidades sea ciclico, veamos un ejemplo.
Ejemplo 4.1.2. Calculemos las soluciones del polinomio ciclotomico de grado 4 sobre

Zys=1{0,1,2,3,--, 22, 23, 24).
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Caso 2.

La ecuacion de congruencia queda dada por,
x*=1 (méd 25).

Como U,5 = Us2, y sabemos que Usz es ciclico ([Jon]), buscamos una raiz primitiva

de la unidad. Como ¢ (25) = 20 = 22(5) y necesitamos que w sea raiz primitiva, por el

20/2 _ 20/5

Teorema 4.1.2 veamos que w w!0 21y w?"> =w* = 1 en Z,5. Notemos que como

210=24  (mod 25)

y también
24=16 (mod 25),

de esta manera 2 es raiz primitiva, asi Us2 = {2, 21 22 ... 219 220}, ahora ponemos a
x como potencia de w = 2, x = 2! (méd 25), y como 1 = 2925 = 220 (mod 25), por
tanto, la ecuacion queda:

x*=2% =220 (mod 25).

Como a ambos lados de la equivalencia tenemos la misma potencia, podemos fijarnos
tinicamente en el exponente, de modo, que reducimos la congruencia no lineal, en una
lineal

4i=20=0 (modd 20),

de donde tenemos, que las soluciones de esta ecuacion son i = 0,5,10,15, y por tanto,
tenemos:

x=2=1 (méd 25)
x=2°=32=7 (mébd 25)
x=210=1024=24 (mod 25)
x=2'=32768=18 (mébd 25).

Asi las soluciones son x =1, 7, 24, 18.

Ahora nos fijamos en los casos cuando n = 2° con e > 3. Queremos resolver el poli-
nomio ciclotémico x¥ =1 = 0 en Z,. con e > 3, es decir buscamos los x € U, tales
que

x*=1 (mod 2°). (4.5)

Sabemos que Wy = {+5' | 0 < i < 2°72} ver [Jon], es decir el orden de x es 2°72 si
x € U,e, entonces
x=5" (méd 2°)

1=5" (méd 29, (4.6)
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asi
xk=5%  (mod 2°), (4.7)

de (4.5) y (4.7) tenemos que
5K =1 (mod 2°), (4.8)
como 0 < i < 2°72 entonces de (4.6) y (4.8), tenemos

55 =527 (mod 29)
ki=2°2 (méd 2°72)
ki=0 (mod 2°72),

es decir buscamos lasi € {0, 1,---, 26_2} tales que ki = 0 en Z,.-2, de esta manera las

soluciones de (4.5) son x = +5' =1 (méd 2°).

Ejemplo 4.1.3. Buscamos resolver el polinomio ciclotomico x>-1=0en Zg, es decir
buscamos los x € Ug tales que
=1 (méd 8),

sabemos que
Us={5'|0<i<23?) ={x5'|0<i<2}={5 5% -5 (-5)’} = {5, 1, 3},
entonces se tienen las siguientes congruencias
(+5)=1 (mod 8),
como en el caso 1 ponemos a x € Ug en términos de potencia de la raiz primitiva,
x=(+5) (méd 8)

1=x>=(+5) (mod 8)

(+5)% = (+5)> (mod 8),

de esta manera podemos resolver ahora una congruencia lineal, en Z, = {0, 2}

3i

2 (médd 2)

3i=0 (méd 2)

y como buscamos las i € {0, 1} tales que 3i = 0, la tinica solucion es cuando i = 0 (es
decir, la solucion trivial),
x=(+5%=1 (mod 8),
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de esta manera la tinica solucion en Zg para x> —1=0es x = 1.

. a a a
Caso general. Finalmente vamos a resolver x* —1 =0 en Z, para n = py'py’ -+ ps’. Por el Teorema

chino del residuo (ver 1.2.1), sabemos que para encontrar las soluciones de

x¥=1 (moéd n),

dado que n = p{'py?---ps* basta resolver las congruencias
w’l‘ =1 (moéd pfl) (la cual tiene m; soluciones)

w’é =1 (mod pg2) (la cual tiene m, soluciones)

wf =1 (méd ps®) (la cual tiene m, soluciones).

Después de haber encontrado las distintas soluciones de wﬁ‘ =1 (mo6d pia") con i =

1,---, s, por el Teorema chino del residuo (ver 1.2.1),

a1 Ay (2N
P1 P2 ""Ps

T = —0‘1 ,
P1
ay a) A
Py Py Ps
C2 = T,
P>

ay _ajp as
Py Py Ps
G = —————,

o
ps’

y resolvemos las siguientes conguencias
d =1 mod p !
G ( 1 )

c;dy =1 (méd p3?)

csd;=1  (moéd ps*),

para hallar dy, d,,---, d, finalmente, una solucién de x* =1 (méd n) es x = wycydy +

woCyrdy +-+wcd;, donde cada wjc;d; tiene m; posibles soluciones, coni =1, 2,--, s.

Notemos que las soluciones se iran reduciendo a la hora de hacer los calculos. Veamos un

ejemplo de lo anterior.

Ejemplo 4.1.4. Resolvamos el polinomio ciclotomico con k =7 en Zy,. Buscamos resolver la
congruencia
x"=1 (méd 72),
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para empezar, descomponemos 72 en factores primos, obteniendo; 72 = 23 - 32, De esta manera

tenemos las congruencias

w! =1 (mod 23),

wi=1 (méd 3.
Empecemos resolviendo la ecuacién w] =1 (méd 23) la cual entra en el caso 1, pues n = 23.
Como ya sabemos, Uy = {(iS)i |0<i< 2} y (£5)2 =1 (mdd 23). Poniendo la incégnita w,

como potencia de +5, es decir,
(£5)"  (mod 23)

w1

la ecuacion nos queda:
l=w]=(+5)7" (méd 2°).

Solo basta resolver para las siguientes congruencias
wzi = (+5)% (mod 23).
Como la base de las congruencias es la misma tenemos
7i=2=0 (mdd 2),

ahora las i € Z, tales que 7i = 0 es i = 0, entonces la uinica solucion para wy es 1.

Calculemos ahora para la ecuacién w} =1 (méd 32) la cual entra en el caso 1, pues n = 32,
con 3 numero primo. Como (p(32) = @(9) = 6 y como 2°V2 = 23 = § 3 29093 = 22 = 4
por el Teorema 4.1.2 tenemos que 2 es raiz primitiva. Asi, que ahora reescribimos la ecuacion

poniéndola como potencia de esta raiz primitiva y obtenemos:
271 =290 =20 (mébd 32).

Como tienen la misma base nos fijamos tinicamente en los exponentes y obtenemos la congruen-

cia lineal

Ahora buscando las i € Z¢ tales que 71 = 0 veamos que solo es i = 0, de donde tenemos que la

uinica solucion de la segunda congruencia es:

w,=2=1 (méd 3?).

Ahora por el caso 3, calculamos los c; y tenemos,

72 72
C1:§:9,C2:?:8’
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y siguiendo el proceso del caso 3 el siguiente paso es calcular los d; resolviendo las ecuaciones
9d;=1 (mdéd 8) y 8d,=1 (mdd 9),

de donde obtenemos dy =1 (moéd 8) y dy =1 (méd 9), asi dy =1 y dy = 8, por tanto, la
unica solucion de la ecuacion es: x = wyc1dy + wpcydy, =1-9-1+1-8-8=73=1 (mdd 72)

Realizando los mismos pasos que en este ejemplo, podemos resolver cualquier polinomio

ciclotomico en los anillos Z,, cuando n pertenece a los naturales.

4.2. Solubilidad por radicales de polinomios ciclotomicos

La siguiente proposicion es una consecuencia directa del Teorema de Galois 3.2.1, la cual
nos ayuda a establecer criterios para ver cuando un polinomio ciclotémico es soluble por

radicales.

Teorema 4.2.1. Sea K con Char(K)= 0 y consideramos el polinomio ciclotomico CDp € K|[x],

con p primo. Entonces la ecuacion @, (x) = 0 es soluble por radicales sobre K.

Demostracion. Sabemos que Gal(K(&) : K) es un grupo abeliano y por tanto soluble. Por

el Teorema de Galois 3.2.1 resulta que @, (x) = 0 es soluble por radicales sobre K. O

Ahora veamos algunos resultados para polinomio ciclotomico que relacionan la solubili-

dad por radicales y la extension radical.

Ejemplo 4.2.1. En el siguiente diagrama, mostramos que si n = 5, las raices primitivas son &k,

conk =1, 2, 3, 4 ya que son los valores de k tales que mcd(5,k) = 1.

c1
&

En rojo tenemos las raices primitivas para @5 = (x — é)(x - 52)(x - 53)(x - 54). Ademads no-
temos que del dibujo anterior podemos obtener el poligono regular asociado a las raices del

polinomio @5, como se muestra en el siguiente diagrama.
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-
~

4
Sea f(x) = Ds(x) = x* +x3+x%+x+1 = ]_[(x—éi), donde &; es una raiz primitiva del polinomio
i=1
x> —1=0. Ademds notemos que x> —1 = (x = 1)(x* + x3 + x2 + x + 1).

Encontremos de forma explicita las raices de ®s, sea & = e>™/>

a=&+E&=2Real(&).
Notemos en primer lugar que EE =1 =E&, £ =E71, asi 5 =1 = EE, entonces EE* = EE de

esta manera tenenos

= cos(2m/5) + isen(21/5) y sea

& o= &
&3 = &,
&g o= &

y ademds
a?=(E+&E) =82 +28E+E7 =% +2+ &7,

entonces a® —2 = E* + &2 Como & es raiz de x° — 1, entonces E>—1 =0, asi (E-1)(E*+ &3 +

E2+&+1)ycomo & = 1 tenemos

EA4 8348248+ =
E+&248%+8+1 =
E+E+E2+8%+1 =

a+a’-2+1 =

o o o o o

a’ra-1 =

De esta manera sabemos que debemos resolver para a, y como es una ecuacion de grado dos,

tenemos que sus soluciones se ven de la siguiente manera,

~1++5

2

a =

V5-1

2
es una raiz de ®s(x), pero como queremos conocer la raiz primitiva &, tenemos que como,

Basta con tomar alguna de las soluciones para a®> + a — 1, entonces tenemos que a =
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a =2Real(&) y & = cos(2m/5) + isen(27t/5), asi,

V5-1

— = 2cos(27t/5),

V5-1

entonces cos(2m/5) = — Ahora solo hace falta conocer a sen(21/5), sabemos que
sen’(z) = 1 —cos?(z),

por lo tanto

sen(2m/5) = \/1—C052(2T(/5)
| 5-2V5+1
o

_ |16+2v5-6

B 16

_ [10+2v5
- (2)8

1 [5+45
2 2

asi

la cual es una raiz primitiva de ®s, de esta manera genera a todas las demds raices de @s, enton-
ces (&) = (&, &2, &3, &4, 1). Dado que ya tenemos las raices primitivas de ®s, ahora queremos
calcular su grupo de Galois y su campo de descomposicion.

Sea & la raiz primitiva de x° — 1, entonces E = Q(&) es el campo de descomposicién del po-
linomio @5, como sabemos que el grupo Gal(E : Q) =Aut(E — E) deja fijo a Q y ademas E
tiene estructura de un Q-espacio vectorial, y por el Teorema 4.1.3 y la Proposicion 4.1.4, la

dimg(E) = 4 entonces,

E=Q(&)={a+b&+c&?+de>|a, b, c, deqQ).

Como Gal(E : Q) es el grupo de automorfismos de E en E tenemos oy los automorfismos de E,
definidos como oy (&) = EF para k = 1, 2, 3, 4. Entonces G = Gal(E : Q) = {0y, 02, 03, 04},
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donde o) = id, pues 01 (&) = &' = &, ademds

0 (&) = &

03(8) = 03(02(&) =0y (&%) =&

03 (&) = 003 (8))=on(EY) =" =&
03 (&) = 03(03(8))=0y(&%) =60 =¢

asi (05‘ (&) =182, &% &3, &) =(243 1) conk =1, 2, 3, 4. De esta manera tenemos la permu-
tacion (243 1)=o0,asiGal(E:Q)=(o)={(2431),(4321),(3142),(1234)}.

Tomamos la permutacion (4 3 2 1) pues es el tinico subgrupo de G que tiene orden 2, ya que
una permutacion sabemos se puede descomponer en ciclos disjuntos, tenemos (1 4)(2 3), esto

nos permite tener la siguiente serie de composicion,
Gal(E: Q) ((14)(23))> 1.
Notemos que por el ejemplo 3.1.1 la torre de descomposicion de campos es

QcQ(V5)cB(&).

Ejemplo 4.2.2. En el siguiente diagrama, tenemos el caso n = 7. Las raices primitivas son las

Ek, conk=1, 2,3, 4,5, 6, ya que son los valores de k tales que mcd(7,k) =1

1

(SZ
/
\55

-1
54

'\51

1
J
—1

En rojo tenemos las raices primitivas para ®; = (x — &) (x - 52) (x - 53) (x - 54) (x - 55) (x - 56).
Ademads notemos que del dibujo anterior podemos obtener el poligono regular asociado a las rai-

ces del polinomio ®;, como se muestra en la siguiente figura.

72
1
%K
V=1
24\&( J
-6
25
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6
Sea f(x) =Dy(x) =x0 + x> +xt + 302 +x+1 = ]_[(x —¢&;), donde &; es una raiz primitiva del
i=1

polinomio x” —1 = 0. Ademds tenemos que x” —1 = (x — 1)(x® + x> + x*

+x3+x%+x+1).
Encontremos de forma explicita las raices de ®;, sea & = e*™/7 = cos(21/7) + isen(21/7), Y seq
a=&+E&=2Real(&).

Notemos en primer lugar que: EE=1=EE&, de donde observamos que E=&1 asi&7 =1=E&&,

entonces de esta manera tenemos

g =&
55 — c2
g = &,

y ademds
a’=(E+E)P =824 28E+ 8% =822+ 87,

entonces a®—2 = &%+ E2. Como & es raiz de x” — 1, entonces x’ —& = 0, asi (& - 1)(x6 +x° 4
54+E3+£2+E+1):O,ycomo£¢1 tenemos

0 = E04+8+&4 4834824841

0 = E+&82+8+8%+8%+8+1

0 = (E3+36+38+8%)+(2+2+8%)+(E+E+1-3E-38-2)
0 = (343828 +3826+8)+(&2+288+8%)—(28-26-1)
0 = (£+&) +(c+&) -2(c+8)-1

0 = a’+a’-2a-1.

De esta manera sabemos que basta resolver para «, y como es una ecuacion de grado tres,
podemos encontrar sus soluciones por la formula de Cardano (véase seccion 3.2.1), de esta
manera hacemos

a=1,b=-2c=-1.

Sabemos que podemos calcular p y q descritos en la formula, de la siguiente manera,

_3b-a*>  2a°-9ab+27c
P=75 147 27

y ademads el discriminante estd dado por
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2

- - - 71 :
como p = 3 Y q=—,tenemos A = 57,35 entonces VA = m,ﬁnalmente tenemos que
3174 374 a
= e A _ = — —
a \/ -+ Va+ \/ > va 3
7 71 7 71 1

i =—-——=-=

3E+2.3\/§ 18 2.3v3 3
ey F i)

Como a = 2cos(27/7), entonces

cos (21/7) = %(—1 + i/%(1 +3iV3)+ {/%(1 —31‘\/5)).

Ahora basta calcular sen(21/7) para poder determinar completamente el valor de &, entonces

usamos la identidad sen®(z) = 1 — cos®(z), asi

e )

i/7(1+3i\/§) i/7(1—31'\/5)
. 1
{/7(1+3i\/§) \3/7(1_31'\/5) i |4-|5- 32 _ 3)2
-1+ > + 5 \

&= 6 * 2

N

sen (27/7)

!\)

entonces

la cual exhibe una solucion por radicales del polinomio ®; y podemos notar que las otras solu-
ciones tienen expresiones semejantes.

Dado que ya encontramos las raices primitivas de ®;, ahora podemos calcular el grupo de Ga-
lois asociado a este polinomio, su campo de descomposicion y su torre de campos. Como & es

raiz primitiva de x” — 1 sabemos que

(Ey=1(&, &2, &3, &4, &5, &5, 1),

entonces E = Q(&) el cual sabemos es el campo de descomposicion de @y(x) = x®+ x>+ x* + x3 +

x% +x + 1. Sabemos que Gal(E : Q) es el grupo de automorfismos de E en E, que dejan fijo a Q.
Sea oy el automorfismo de E que esta determinado por oy (&) = &k parak=1, 2, 3,4,5,6,
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de esta manera Gal(E : Q) = {01, 05, 03, 04, 05, 04}, notemos que o, (&) = & es decir, o1 = id,

entonces el automorfismo que nos sirve es o3, pues

o3(&) = &

o3 (&) = ‘73(03(5))—03(53)=52
03 (&) = 03(03(8))=03(&%) =&
o3 (§) = 03(03(8))=03(&%) =&
03 (&) = 03(05(8))=o3(&%) =&
05(&) = 03(03(8))=03(&%)=¢&

asi tenemos (03 (&)) = {53, £2 g6 &4 x5, &}, entonces Gal(E : Q)= ((326451)), es decir
0=(326451). Ahora como | Gal (E: Q) |= 6 = 3-2, buscamos los subgrupos tal que su orden
es 3 y 2. Notemos que si, H < Gal (E : Q), tal que | H |= 2, tenemos H = ((1 6)(25)(3 4)) v
si L < Gal(E:Q), tal que | L |= 3, tenemos L = {((1 2)(3 56)), de esta manera tenemos las
siguientes series

Gal(E:Q)>((16)(25)(34))>1

Gal (E: Q) > (1 2)(356))> 1.

Y la torre de campos estd dada por

QcQ(V3)cQ()=E.




Capitulo 5

No solubilidad por radicales

En los momentos de crisis solo la
imaginacion es mds importante que el

conocimiento.

Albert Einstein.

Regresamos al problema de, hallar la solucién general de la ecuacion
X0 +5x* +10x3 +10x2 - 4x—5= 0,

con la cual sabemos no es facil trabajar y mucho menos encontrar sus raices, pues no con-
tamos con una féormula que nos ayude con estos calculos. Sin embargo queremos que las
raices que podamos encontrar estén en términos de operaciones como la suma, el produc-
to, la division, la resta o la potencia a exponentes racionales. Anteriormente analizamos
cuando un polinomio es soluble por radicales, ahora veremos cuando un polinomio no es
soluble por radicales y para ello es importante conocer ciertos criterios que nos ayuden a

determinar cuando esto sucede.

5.1. Criterios para determinar polinomios no solubles por

radicales

Para la demostracion del siguiente teorema enunciaremos la siguiente proposicién que

nos sera de utilidad.

Proposicion 5.1.1. Sea p(x) un polinomio de grado q en K|[x], con q primo, irreducible sobre
un campo E de caracteristica cero, la tinica permutacion de H < Gal(E : K) que deja por lo

menos dos elementos fijos es la identidad.

Demostracion. Sea A = {d,,---, d,} las raices de p(x) acomodadas en una previa numera-
cion, es decir d; —» i coni € [, = {1,---, q}. Como el grupo de Galois permuta las raices

del polinomio p(x), es decir para 0 € H tenemos o (i) =j con i # j si 0 # id, tomando en
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cuenta la previa numeracion de las raices, reescribiendo tenemos
o(x)=x+c méquerqyceZ+,
asi sea 0 € H, entonces debe de existir b, c € Z" tal que
o(x)=bx+c mc’)dq\v’xelq,

donde x es la posicion de la raiz. Como buscamos una permutacion que deje fijo por lo

menos dos elementos, entonces buscamos una solucion a
x=bx+c mobdg

la cual tiene solucion unica en Z,, x = [c]([1] - [b])”", asi cualquier permutacién distinta
de la identidad deja fijo solamente a un elemento, por lo cual la permutacién que deja fijo

a por lo menos dos elementos es la identidad. ]

Teorema 5.1.1. Sea f(x) un polinomio de grado q > 2 primo, irreducible y soluble sobre un

subcampo F de R. Entonces, f(x) tiene una tinica raiz real o todas sus raices son reales.

Demostracion. Sea E un campo de descomposicion de f(x) sobre F y H < Gal(E : F). Sa-
bemos que la Gnica permutacion o € H que deja fijo por lo menos dos elementos, es
la permutacion idéntica (ver Proposicion 5.1.1) y por otra parte como g es impar, afir-
mamos que f(x) tiene por lo menos un raiz real, si tuviera dos o mas, el automorfismo
o € Gal(E : F), deberia cumplir que o(z) = Z, entonces ¢ dejaria fijas por lo menos a dos

raices de f(x), entonces o es la identidad, luego todas las raices de f(x) son reales. O

Proposicion 5.1.2. Sea f(x) un polinomio irreducible sobre un subcampo K de R tal que el
grd(f(x)] =g > 5 con q primo. Si f(x) tiene exactamente n raices reales, con 2 < n < g, entonces

no es soluble por radicales sobre K.

Demostracion. Supongamos que f(x) es soluble por radicales sobre K C IR, entonces por
el Teorema 5.1.1 tendria una raiz real, o todas sus raices serian reales, lo cual contradice

el hecho de que f(x) tiene exactamente n raices pues 2 <n <gq. ]

Nota 5.1.1. Observemos que tomamos n > 2 y no n > 2, pues si recordamos todo polinomio
de grado impar sobre un subcampo de R que tenga por lo menos dos raices reales, tiene por lo

menos tres raices reales.

Proposicion 5.1.3. Sea p(x) € Q[x] irreducible con grd[p(x)] = 5 con exactamente tres raices
reales, entonces el grupo de Galois de su campo de descomposicion es isomorfo a S5 y p(x) no es

soluble por radicales.

Demostracion. Sea E, el campo de descomposicion de p(x) y Gal(E, : K) = G el grupo de

Galois. Notemos que p(x) no es soluble por radicales, pues si fuera soluble por radicales,
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tendriamos que G es soluble por radicales y como G = S5, entonces S5 seria un grupo

soluble, lo que contradice el Teorema 2.3.4.

Ahora veamos que G = Ss.

Sabemos que el grupo de Galois permuta las raices de p(x), de esta manera este grupo
se puede identificar con un subgrupo H de Ss, es decir G = H. Sea A = {1, 2, 3, 4, 5}
el conjunto que denota las posiciones de las raices de p(x) previamente ordenadas, asi
para cualquiera i, j € A existe 0 € H, tal que o (i) = j, a esta propiedad se le denomina
transitividad.

Recordemos que la conjugacion compleja solo intercambia las dos raices complejas, sin
perdida de generalidad supongamos que (1 2) corresponde a la trasposicion de las dos
raices complejas, vamos a probar que el tinico subgrupo transitivo de S5 que contiene
a (12) es S5, para esto definimos en A la siguiente relaciéon iRjsii =jo (ij)e H—
{0 (i) = j para algin o € H}, ademas notemos que esta relacion es de equivalencia, de esta
manera todas las clases tienen la misma cantidad de elementos. Supongamos que hay ¢
clases distintas y estas forman una particiéon en A, es decir 5 =| A |= c | [i] | en este caso
para 0 € H donde o es una trasposiciéon simple, tenemos que [i] tiene 5 trasposiciones
simples, las cuales son (1 2),(23),(34),(45),(51), por lo tanto ¢ = 1, es decir solo hay

una clase, de esta manera H contiene todas las trasposiciones de S5, asi H= (o) =S5. [

Resultados de no solubilidad por radicales

El siguiente teorema sera de utilidad, su demostracion la encontramos en cualquier libro

de calculo basico.

Teorema 5.1.2. (Teorema de Bolzano.) Sea una funcion f(x) continua definida en un inter-
valo [a, b] entonces si se cumple que f(a)f (b) < 0 (es decir, f(a) <0y f(b)>0,0 f(a)>0y

f(b)<0), existe al menos un punto c perteneciente al intervalo (a, b) tal que f(c) = 0.

Las siguientes proposiciones seran de utilidad para visualizar mejor cudndo un polinomio

no es soluble por radicales.

Proposicion 5.1.4. Sean q > 5 con q primo y a,b € Q tales que 1 < b < a -1 < bi71, si

f(x)=x9—ax+b es irreducible sobre Q, entonces no es soluble por radicales.

Demostracion. Como

f(0) = b>0
f(l) = 1-a+b<0
f(b) = b1—ab+b=b(bT"—a+1)>0,

pues b <a-1, b7 >a—-1y f(x) es una funcién continua, entonces por el Teorema de

Bolzano 5.1.2 su grafica corta por lo menos dos veces al eje real, es decir f(x) tiene por lo
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menos dos raices reales, lo cual implica que f(x) tiene por lo menos tres raices reales (ver
nota 5.1.1).

Notemos que f’(x) = qgx?~! —a y ademés f'(0) = —a< 0y f(a) = ga’! —a > 0, por el
Teorema 5.1.2 y como f(x) es no es reducible en Q|[x], f’ tiene solo dos raices reales, esto
es tiene a lo mas dos puntos criticos y por tanto f corta al eje real en el mejor de los casos
en tres puntos distintos.

De las observaciones anteriores se desprende que f (x) tiene exactamente tres raices reales,

lo cual implica, por la Proposicién 5.1.2 que f(x) no es soluble por radicales. ]

Otro resultado importante para determinar la no solubilidad por radicales de un polino-

mio es la siguiente proposicion:

Proposicion 5.1.5. Sean q > 5 primo y f(x) = x9 + aq_lxq+1 + -+ azx> + ay un polinomio
irreducible sobre Q. Si f(x) tiene mds de una raiz real, entonces no es soluble por radicales
sobre Q.

Demostracion. Si f(x) tiene mas de una raiz real entonces tiene por lo menos tres raices
reales pues g es impar (ver nota 5.1.1).

Por otra parte, como
f(x) = x? (qxq_3 +ag_1(q- Dxd™ 4.+ 3a3),

la ecuacion f’(x) = 0 tiene, en el mejor de los casos, q — 2 raices distintas.

Por lo tanto hay a lo mas g — 2 puntos criticos, lo cual implica que no se pueden presentar
mas de g — 1 cortes con el eje real, es decir no es posible que todas las raices de f(x)
sean reales, como f(x) es irreducible sobre Q, no tiene raices multiples, entonces por la

Proposicion 5.1.2 podemos concluir que f(x) no es soluble por radicales sobre Q. ]

Proposicién 5.1.6. Sean q > 5y p > 3 con q, p primos, entonces el polinomio f(x) = x7+px*—

p?x3 + p no es soluble por radicales sobre Q.

Demostracion. Notemos que

f(0) = p>0
flp) = pl+p’-p’+p=pi+p>0
l+p-p*+p=1+2p-p*><0,

-

—_~
—

S—
[l

pues
0.

1+2p-p?<p+2p-p?><3p-p?<p*>-p°

Luego por el Teorema de Bolzano 5.1.2, tenemos que f(x) tiene mas de una raiz real, de
esta manera estamos en las condiciones de la Proposicion 5.1.5 y por tanto tenemos que

f(x) no es soluble por radicales sobre Q. O
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Como hemos visto, el criterio que se demostro6 en la Proposicion 5.1.2, nos permite cons-
truir muchos ejemplos de polinomios no solubles, en general Yn € Z, n > 5 siempre es
posible encontrar, polinomios de grado n que no sean solubles por radicales. Ademas no-
temos que hay mas resultados para determinar cuando un polinomio no es soluble por
radicales, que al contrario, es decir cuando un polinomio si sera soluble por radicales

como vimos en el Capitulo 4.

5.1.1. El problema inverso

Recordemos que dado un polinomio f(x) € Q[x], se puede calcular su grupo de Galois,
stendria sentido plantear el problema inverso?, es decir, dado un grupo finito G, ;habria
un polinomio f(x) tal que su grupo de Galois sea isomorfo a G?

Si el campo de base F no se especifica, la respuesta es afirmativa. En efecto, dado un grupo
G, digamos de orden 7, consideramos un polinomio f(x) separable de grado n, digamos

con coeficientes en F, tal que su grupo de Galois sea S,,.

Teorema 5.1.3. Teorema de Cayley. Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de un grupo si-

métrico. Si el grupo es finito y tiene orden n, entonces es isomorfo a un subgrupo de S,,.
Para la demostracion véase [Her].
Proposicion 5.1.7. Todo grupo finito G es el grupo de Galois de algiin polinomio.

Demostracion. Sea E : F un campo de descomposicion de f(x). El Teorema de Cayley 5.1.3
asegura la existencia de H < S, tal que G = H. Sea EY el campo que deja fijo a H, con H
el conjunto de automorfismos de E. El teorema fundamental de la Teoria de Galois 2.2.1
garantiza que Gal(E : EH) = H. Asi, basta ver a f(x) como un polinomio con coeficientes
en EH para obtener que el grupo de Galois de f(x) sobre EH es H, y por tanto isomorfo a
G. O

Sin embargo, si se requiere que el campo de base sea Q, el problema se vuelve mucho mas
dificil, tanto que atin no se conoce una solucién general.

En 1954 el matematico ruso Safarevich probé que tal polinomio f(x) existe si G es so-
luble, se puede consultar algunos resultados parciales en [Rom]. En lo que resta de este
capitulo, para f(x) € Q[x], denotaremos como Gal(f) al grupo de Galois de f(x) sobre Q.
La teoria de grupos necesaria puede consultarse en [Rot1].

Supongamos que tenemos el siguiente problema.

Dado H < Sy, hallar f(x) € Q[x] tal que el grupo de Galois de f(x) sea isomorfo a H.

Para intentar solucionar este problema primero necesitariamos determinar todos los sub-
grupos H de S,.

Como | S4 |= 24, por el Teorema de Lagrange 1.1.1 los posibles 6érdenes para H son 24, 12,
8,6,4,3,2y 1. Los casos |H|=24y |H|=1 son triviales.
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Si|H|= 12, entonces el indice es [G : H] = 2 y por tanto H < G. Como los tinicos subgru-
pos normales de Sy son A,y V (el 4-grupo de Klein), asi H=A, yH=V.

Si | H |= 8, los teoremas de Sylow garantizan que la cantidad de subgrupos de S, de or-
den 8 es un numero congruente con 1 médulo 2 (ver Teorema 1.1.5), es decir un nimero
impar, que divide a 24, por lo tanto, es 1 o 3. Si hubiera uno, seria normal en S,4, pero
| Ay |# 8 #| V|, asi que hay 3, ademas los teoremas de Sylow aseguran que dos cualesquie-
ra de estos H’s son conjugados (ver Teorema 1.1.4), asi que H es tinico salvo isomorfismos,
entonces H es un 2—subgrupo de Sylow (ver Teorema 1.1.3) de S4 y como Dy 4) es el inico
grupo diédrico de orden 8 que es subgrupo de Sy, tenemos que H = D,(4), donde el grupo
diédrico es un grupo finito formado por las simetrias de un poligono regular (rotaciones

y reflexiones).

Si|H|=6, H=Zs 0 H=S3, como en S4 no hay elementos de orden 6, entonces H= S5 y
ademas H tiene que ser de los subgrupos de Sy, dejan fijo a un elemento.

Si|lH|=4 H=VoH=Z,.Si|H|=3, H=Z;=A5.Si|H|=2, H=7Z,.
De esta manera tenemos que H es isomorfo a Sy, A4, Dy4),S3,V,Z4,A3,Z5 0 1.

Con lo anterior conocemos los grupos a los que podria ser isomorfo el Gal(f), pero sigue
la incognita acerca del polinomio, como antes ya se menciond no es facil encontrar este
polinomio pero daremos algunos ejemplos.

Demos ahora los polinomios en Q[x] pedidos.

Recordemos que para f(x) € Q[x], con f(x) un polinomio cubico e irreducible, 3 divide
a| Gal(f) |, por lo que Gal(f) es isomorfo a S3 6 A3 ver la Proposiciéon 3.2.3. Ademas en
[Rot1] se puede ver que el discriminate para un polinomo de la forma x> +gx+r € Q[x] es

A = —4g3 - 27r?, y que se puede relacionar al grupo de Galois asociado a este polinomio

2
dependiendo de lo siguiente, diremos que A es un cuadrado en Q, si A es de la forma (E)

con (p, q)=1,p, q €Z, entonces
a) Si A no es un cuadrado en Q, entonces Gal(f) = S;.
b) Si A es un cuadrado en Q, entonces Gal(f) = A;. (ver [Rotl])
Ejemplo 5.1.1. a) Si Gal(f)=1, el polinomio es f(x) = x.
b) SiGal(f)=1{1,0}=2Z,, el polinomio es f(x) = x>*+1, donde o es la conjugacién compleja.

c) Si Gal(f) = As, el polinomio es f(x) = x3-3x+1, pues es un polinomio de grado tres

f (x) que no tiene raices racionales y es irreducible sobre Q y ademas su discriminante es

—4(-3)°-27(1)> =81 =97,




5.2. POLINOMIO NO SOLUBLE POR RADICALES, CON GRUPO DE GALOIS SOLUBLE 61

es decir VD € Q.

d) Si Gal(f)=Ss, el polinomio buscado es f(x) = x3 =2, el cual es irreducible sobre Q, por
no tener raices racionales o por el criterio de Eisenstein 4.1.5, y ademds su discrminante
es —108.

Ejemplo 5.1.2. Si Gal(f) = (Q(wg) : Q) = Sy, sabemos por el ejemplo 4.2.1 del Capitulo 4, que

el polinomio

5 4
x> =1
fx)=x*+x3+x2+x+1= po :| |(x—wk),
k=1

tiene como grupo de Galois asociado a Sy = (o) =((2 4 3 1)). En este caso el polinomio buscado
5
-1
es Os(x) = a

primitiva de la_unidad.

, el cual es el quinto polinomio ciclotomico y donde wy es una raiz quinta

5.2. Polinomio no soluble por radicales, con grupo de ga-

lois soluble

Hemos analizado cuando un polinomio es soluble por radicales, y acuando no sera soluble
por radicales, pero podemos plantearnos la idea de que exista un polinomio que no sea
soluble por radicales pero que su grupo de Galois asociado si sea soluble, veremos que

este polinomio si existe y ademas lo exhibiremos. Recordemos el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1. (Pequefio teorema de Fermat.) Si p es un niimero primo, entonces para cada

niimero natural a, cona>0,aP =a mod p.

Para la demostracion véase [Fra].
De entrada, el gran Teorema de Galois 3.2.1 nos orienta a buscar el ejemplo en un campo

de caracteristica positiva. Probemos primero una proposicién, tomado de [Rot2].

Proposicion 5.2.1. Si p es primo y K = Z(t), el campo de funciones racionales sobre el campo

Zp, entonces f(x) = xP —x —t no tiene raices en K.

£
Demostracion. Si hubiera una raiz a de f(x) en K, habrian g(t), h(t) € Z,(t) con a = i(_t;'

podemos suponer que (g, 1) = 1. Como «a es raiz de f(x), tenemos que
t = al-a
s\ _ (g0
h(t) h(t))

la cual es una ecuacion en Z,(t), entonces

gl —hPlg = thP, (5.1)
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asi g | th?, como (g, h) =1, tenemos g | t, por lo que g(t) = at o g(t) es constante, digamos
g(t) = b, donde a,b € Z,. De la ecuacion (5.1) tenemos que h | gP, y como (g, h) = 1
necesariamente h es constante, ahora, sin perdida de generalidad tenemos que a = at o
a=>b.

Si « = at, por el pequeno Teorema de Fermat 5.2.1 tenemos que a” = a en Z,, ocurre que

0 = aP—-a—t
= (at)P —(at)—t
= aPtP—at—t
= atP—at—t
= t(atPl—a-1).

Se sigue que atP™! —a—1 =0, asi a = 0, pero t es trascendente en Z, pues no es solucion
del polinomio f(x) = xP —x —t, entonces se contradice este hecho.
pr asi 0 = f(a) = f(b) =

bP —b—t=—t #0, de esta manera tenemos que a ¢ K. O

Sia =be€Z, por el Teorema 5.2.1 tenemos que b =b € Z

Proposicion 5.2.2. Sean p un primo, F = Z,(t) y f(x) = x¥ —x —t € F[x], el grupo de Galois

de f(x) sobre F es isomorfo a Z,, es decir Gal(f : F) = Z,.

Demostracion. Veamos que el grupo de Galois de f(x) sobre F es de orden p, y de esta
manera Gal(f) =Z,.
Sea a unaraiz de f(x) y sea E = F(«). Por el Teorema de Fermat 5.2.1, en Z, para i tenemos

que i’ =i,asiparai=0,---,p—1 se tiene que

fla+i) = (a+i)f —(a+i)—t
= aP+iP—a—-i-t
= aP+i-a—-i—t

= al-a-t=f(a)=0

de esta manera « + i es raiz de f(x) y ademas hay p raices, como f(x) es de grado p,
ésas son todas sus raices, y por tanto E = F(a) es un campo de descomposicion de f(x)
sobre F, y como todas son distintas, el polinomio es separable. Verifiquemos ahora que es

irreducible sobre F. Supongamos que f(x) = u(x)v(x), con

d—

u(x)=x?+ci x4+ ¢o € Flx]

y 0 <d <p. Tenemos que u(x) es el producto de d factores de la forma x — (a +1),
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pues a +i es raiz de f(x), de esta manera tendremos que —c;_; es la suma de las raices,

pues

ci-1 = (ra—i)+(~a-i)+(~a—iz)+--+(-a—ig)
= —da—(i1+i2+---+id)

= —da-j,

asi que —¢;_; = da + j, para alguna j € Z, C'F, por lo tanto, da € F. Como 0 <d < p,
tenemos que d # 0 en F, obligando a que a € F, lo cual contradice la Proposicién 5.2.1,
ahora ya que f(x) es un polinomio irreducible de grado p, sabemos que | E : F |=| F(«a) :
F |= p (ver Proposicion 4.1.2), y como f(x) es separable, tenemos que | Gal(E : F) |=| E :
F |= p (ver Proposicion 3.2.2 y Teorema 4.1.4). Asi, el grupo de Galois de f(x) sobre F es

Gal(E:F)=2Z,. O

Proposicion 5.2.3. Sea E : K una extension normal y finita. Si p es un polinomio irreducible

v a, p € E son raices en p, entonces existe o € Gal (E : K) tal que o (a) = p.
Para la demostracion véase [Ste].
Proposicion 5.2.4. El polinomio f(x) = xP —x —t € F[x] no es soluble por radicales.

Demostracion. Supongamos que f(x) es soluble por radicales, entonces existe una torre
radical
F:BogBl QQBr,

con Ef C B,. Supongamos que para i =1, 2,---, r la extension B, : B;_; es pura de tipo
primo, es decir si B;_; tiene una raiz g;-ésima, con ¢; primo, (x?% —1 = 0), con u; una
raiz primitiva de la unidad, entonces B; = B;_; (#;), donde ufi € B;_;. Como a € B,, pero
a € By (a € B,—By), por la Proposicion 5.2.3 hayunj€{l,---,r} talque a € B;-B;_;, esun
hecho conocido en [Rot2], o [Rotl] corolario 7, que el polinomio x% — u?i € B,_;[x] no se
descompone sobre B;_;, pues u; ¢ B;_; esirreducible sobre B;_; por lo tanto|B; : B;_; |=g;

(ver Proposicion 4.1.2). Entonces B; : B;_; no tiene campos intermedios. Tenemos que
B 1EB;1(a)CB;

por lo que B; = B,_;(a). Ahora de manera analoga a como vimos que f(x) es irreducible
sobre Z,, también se tiene que lo es sobre B;_;. Entonces, a es raiz del polinomio irredu-
cible f(x) € B;_1[x], de manera que g; =| B; : B;_1 |=| B;_1(«) : B;_1 |= p (ver Proposiciéon
4.1.2). Ahora, como B;_j(a) : B; es el campo de descomposicion del polinomio separable
f(x) € B;_1[x], y ademas la extensién B; : B,_; es de Galois, y en particular separable (ver

definicion 2.1.12). Por lo tanto, u; € B; es un elemento separable. Pero el polinomio irre-
qi

ducible de u; sobre B;_; es x%i —ul = (x —u;)% = (x — u;)(x — u;)9"!, es decir el polinomio
i i—1 i 1 1 1 P

irreducible de u; tiene raices repetidas, lo cual no es posible. La contradicciéon provie-
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ne de la suposicion de que f(x) es soluble por radicales, por lo tanto, no es soluble por

radicales. O

De esta manera hemos dado f(x) = x? —x —t un polinomio no soluble por radicales, cuyo
grupo de Galois asociado es tal que Gal(f : F) = Z, y sabemos que Z, es soluble por
radicales. Ademas este ejemplo muestra que en el enunciado del gran Teorema de Galois
no se puede omitir la hipdtesis de que la caracteristica del campo sea 0. Cabe senalar que
la definicion de solubilidad por radicales se puede extender, debilitandola, a campos de
caracteristica arbitraria para que no sea necesario imponer tal hipotesis.
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